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研究成果の概要（和文）：古典的マッカイ対応を拡張する際には、非可換クレパント特異点解消、団傾加群とい
った表現論的対象が現れる。これらの対象に対しては、「変異」なる操作を定義でき、変異を通じて団代数の理
論との関係が見出される。本研究では、トーリック特異点・多様体に付随する対象の変異に注目し、その背後に
ある団構造やマッカイ対応との関係を考察した。主な成果として、以下の3件がある。
(1)組合せ的変異を誘導する「ダイマー模型の変形」なる操作の確立 (2)グラスマン多様体のトーリック退化と
組合せ的変異の関係の考察 (3)トーリックcDV特異点のクレパント特異点解消を与える安定性条件と、ダイマー
模型のジグザグ道との関係性の解明

研究成果の概要（英文）：When we extend the classical McKay correspondence, some representation 
theoretic objects such as non-commutative crepant resolutions and cluster tilting modules appear. 
For these objects, we can define an operation called "mutation", which reveals connections with the 
theory of cluster algebras. In this study, we focused on mutations of some objects associated with 
toric singularities/varieties, and observed their underlying cluster structures and the 
relationships with the McKay correspondence. 
The main results are as follows: (1) Establishment of the operation "deformation of dimer models" 
that induces the combinatorial mutation of polygons (2) Investigation of the relationship between 
toric degenerations of Grassmannians and combinatorial mutations (3) Clarification of stability 
conditions that give crepant resolutions of toric cDV singularities and their connection to zigzag 
paths on a dimer model.

研究分野： 環論

キーワード： クレパント特異点解消　非可換クレパント特異点解消　マッカイ対応　ダイマー模型　団理論・団傾理
論　変異　トーリック特異点　安定性条件

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究のトピックのひとつである「マッカイ対応」の発見以来、マッカイ対応を通じて様々な分野の関係性が見
出されてきた。その関係性は新たな研究視点をもたらし、代数幾何・環論・表現論などの分野の発展につながっ
ている。本研究で注目した「団理論」も同様に、複数の分野の背後に隠れている共通の構造を見出すものであ
り、分野の垣根を超えた研究が進んでいる。
本研究においては、マッカイ対応、団理論に関わる新たな研究成果を上げており、その成果は関連分野の研究に
大きく寄与すると考える。また、本研究に現れるダイマー模型は、超弦理論・ミラー対称性といった物理学に関
わる話題との親和性も高く、研究のさらなる広がりが見込まれる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
マッカイ対応は、2次元商特異点を介して異なる数学的対象が結びつく現象であり、1970 年代

後半に発見されて以来、様々な分野間のつながりを見出し、相互の分野に発展をもたらしてきた。
現在では、高次元商特異点や、商特異点以外の特異点に対するマッカイ対応の拡張の研究も盛ん
である。マッカイ対応を拡張しようとする際には、団傾加群や非可換クレパント特異点解消とい
った表現論的対象が現れる。これらの対象に対しては「変異」という操作を定義することができ、
この操作を通じて団代数の理論（団理論）との関わりが見出される。団理論の中核をなす「団構
造」は、多くの数学分野に現れることが近年明らかになっているため、団理論の視点をマッカイ
対応の研究に取り入れることは「特異点を介した数学分野の新たな結びつき」を発見することに
つながる。 
マッカイ対応の拡張が試みられている特異点のひとつとして、トーリック特異点（トーリック

環）が挙げられる。トーリック特異点には様々な組合せ論的対象が付随し、例えば、トーリック
特異点を定義する際には多面体、3 次元 Gorenstein トーリック特異点の団傾加群や非可換クレ
パント特異点解消を考える際には、ダイマー模型と呼ばれるグラフが現れる。これらの組合せ論
的対象に対しては、変異が定義されるため、その変異から導かれる団構造を明らかにすることは、
トーリック特異点およびマッカイ対応を理解するために重要である。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、以下の 2点である： 
 
(1) トーリック特異点・多様体に付随する組合せ論的対象を変異した際の振る舞いを考察し、 

その背後にある団構造を理解する。 
 

（2）上記の組合せ論的対象の変異と、トーリック特異点の（非可換）クレパント特異点解消の 
関係を理解することにより、マッカイ対応をトーリック特異点に拡張する。 

 
３．研究の方法 
 
上記の研究目的における(1)(2)に関して、トーリック特異点・多様体に付随する組合せ論的対

象に注目するが、どちらの課題に関しても重要となる対象は、「ダイマー模型」と呼ばれる実 2
次元トーラス上に描かれた二部グラフである。より詳しく、(1)については、多面体の「組合せ
的変異」なる操作と、ダイマー模型の「（団理論由来の）変異」に注目し、その振る舞いを考察
することで、背後に隠れた団構造を理解する。(2)については、ダイマー模型から得られる 3 次
元 Gorenstein トーリック特異点のクレパント特異点解消と非可換クレパント特異点解消に注目
する。特にクレパント特異点解消の「フロップ」と非可換クレパント特異点解消の「変異」との
関係を考察することにより、トーリック特異点に対するマッカイ対応の拡張を試みる。 
 
４．研究成果 
 
上記の「研究の目的」で挙げた(1)に関しては、以下の 2つの成果がある。 
 
① ダイマー模型に対しては、「特性多角形」と呼ばれる凸多角形を構成することができる。一

方、ミラー対称性の文脈において、凸多角形（より一般に凸多面体）の「組合せ的変異」と
呼ばれる操作が導入され、ファノ多様体のミラー対称性の研究に利用されている。本研究に
おいては、上記の事実に注目し、特性多角形の組合せ的変異と整合的な性質を持つ、「ダイ
マー模型の変形」という操作を新たに考案した（東谷章弘氏との共同研究）。このダイマー
模型の変形は、団理論における変異とは異なる操作であるが、特性多角形から誘導される箙
（クイバー）を通じて、団理論における変異と関係する。本研究成果をまとめた論文は
SIGMA(Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and Applications)より出版され
た。 

 
② グラスマン多様体は団構造を持つことが知られているが、その団構造は「plabicグラフ（あ

るいは円板上のダイマー模型）」と呼ばれるグラフから得ることができる。一方、グラスマ
ン多様体を調べる際に有効な手法として、トーリック退化が知られており、トーリック退化
を使うことにより、グラスマン多様体の様々な性質をトーリック多様体の言葉に置き換えて
理解することができる。トーリック退化は plabic グラフを使って構成できることが知られ
ているが、トーリック退化は一意的ではなく、異なるトーリック退化の間にある関係性が問



題となっていた。本研究（東谷章弘氏との共同研究）では、plabicグラフに対する変異と、
トーリック退化に付随する多面体に対する組合せ的変異を比較し、異なるトーリック退化の
関係を記述することに成功した。さらに、組合せ的変異と Gelfand-Tsetlin 多面体・FFLV多
面体といった表現論で重要な多面体との関連も明らかにした。本研究成果をまとめた論文は
Advanced Studies in Pure Mathematics より出版された。 

 
上記の「研究の目的」で挙げた(2)に関しては、以下の成果がある。 
 
③ 3 次元 Gorenstein トーリック特異点のクレパント特異点解消と非可換クレパント特異点解

消は、ダイマー模型から構成できるが、その構成においては、ダイマー模型の双対として得
られる箙の関係式付き道代数が重要である。特に、この道代数が非可換クレパント特異点解
消になり、（射影的）クレパント特異点解消は、道代数上の「安定性条件」を満たす加群のモ
ジュライ空間として実現される。クレパント特異点解消は一意的に定まるとは限らないが、
安定性条件を取り替えることによって、すべてのクレパント特異点解消を構成できることが
知られている。安定性条件を与えるパラメータの集合は「部屋構造」を持っており、同じ部
屋に属するパラメータからは同じクレパント特異点解消が得られるが、壁を越えて部屋が変
わると、クレパント特異点解消の構造も変わり得る（クレパント特異点解消が変わる際には、
フロップという現象が起こる）。よって、この部屋構造を理解することがクレパント特異点
解消を理解する上で重要である。本研究では、トーリック cDV (compound Du Val)特異点の
場合について、上記の部屋構造と壁越えをダイマー模型の組合せ論的性質を用いて考察した。
その結果、ダイマー模型上に定義される「ジグザグ道」の順序列を用いて、部屋構造・壁越
えを記述できることを明らかにした。さらには、ジグザグ道に注目することにより、壁越え
をした際のクレパント特異点解消の変化、安定性条件を満たす加群の変化も捉えられる事を
示した。この結果は「ホモロジカル極小モデル理論」を用いて既に考察されていた、A型の
cDV特異点の極小モデル（クレパント特異点解消）に関する性質と、ダイマー模型の組合せ
論的性質を結びつけるものとなっている。本研究に関しては、論文を執筆し、arXivにて公
開 (arXiv:2309.16112)した他、いくつかの研究集会・セミナーで発表を行った。 
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