
大阪公立大学・数学研究所・学振特別研究員（PD）

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

２４４０５

若手研究

2023～2020

量子対称対のウェイト表現と結晶基底

Weight modules and crystal bases for quantum symmetric pairs

１０８４８７８２研究者番号：

渡邉　英也（Watanabe, Hideya）

研究期間：

２０Ｋ１４２８６

年 月 日現在  ６   ４ ３０

円     3,200,000

研究成果の概要（和文）：量子対称対の表現論を組合せ論的にわかりやすく記述する「結晶基底」の理論の基礎
を構築した。これにより、複雑な構造をもつ種々の表現を、初等的な演算で計算によって理解することが可能に
なった。リー代数の表現論や、離散力学系などへの応用も見つかった。
また、量子対称対の構造論において中心的な役割を果たす「標準基底」を、結晶基底の考え方を取り入れて考察
した。結果として、標準基底は「安定性」という著しい性質を持つことが明らかになった。

研究成果の概要（英文）：The basic of the theory of crystal bases for quantum symmetric pairs, which 
describes combinatorially the representation theory of quantum symmetric pairs, was established. 
This theory enables one to understand various complex representations via elementary calculation. 
Also, applications to the representation theory of Lie algebras and discrete dynamics were 
discovered.
We also investigated the canonical bases of quantum symmetric pairs, which play a central role in 
the structure theory of quantum symmetric pairs, with an idea of crystal bases in mind. As a result,
 it turned out that the canonical bases are stable.

研究分野： 表現論

キーワード： 量子対称対　表現論　結晶基底　標準基底
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究において、量子対称対の結晶基底の理論の基礎が初めて築かれ、また結晶基底の安定性が確認された。こ
れらの結果は、当該研究分野(量子対称対の表現論)だけでなく、リー代数の表現論、量子群の表現論、離散力学
系、可積分系、幾何学的表現論、圏論的表現論など多数の分野にまたがるものであり、様々な方向にさらなる発
展を促すものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１． 研究開始当初の背景 
量子対称対は、量子群と、そのある部分余イデアル部分代数である量子対称部分代数の組から成
り、非可換量子調和解析学の舞台として導入された。以下、簡単のため後者を指して量子対称対
と称す。Huanchen Bao と Weiqiang Wang による、量子対称対を用いた直行斜交 Lie 超代数
の Kazhdan-Lusztig 理論に関する論文を契機として、量子対称対は量子群の一般化であり、量
子群に関する数々の理論は量子対称対にまで自然に拡張されるはずだという考え方が広がって
いった。実際、量子群における準 R 行列、普遍的 R 行列、標準基底、Schur 双対性などの理論
が、量子対称対における準 K 行列、普遍的 K 行列、B 型 Schur 双対性などにそれぞれ拡張さ
れ、それぞれの結果がさらなる応用をもたらした。 
 
一方で、量子群の理論において基礎的な役割を果たす表現論(分類や構造理論)に相当する理論は、
量子対称対では未だ十分に発展していない。理論物理学からの興味を動機付けとして、非常に特
別な場合に限って量子対称対の表現論を考察している先行研究はあるが、一般的な量子対称対
の表現論を統一的に捉える理論は全く形成されていない。このような現状は、量子群における
様々な重要な結果が量子対称対にまで自然に拡張されているという事実を鑑みると非常に不自
然であり、量子対称対のさらなる発展のためには表現論が必要不可欠であることは明らかであ
る。 
 
 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、量子対称対の有限次元ウェイト表現を分類し、ウェイト表現の構造を組合せ論
的に解析するための指導原理を提示することである。 
 
量子群は、複素半単純リー代数を量子化(パラメータ q で変形)した代数である。量子群の表現論
の研究は、元のリー代数の表現論だけでなく、関連する他の代数の表現論や結び目理論、可積分
系などの発展に大きく寄与してきた。前項「１．研究開始当初の背景」で述べた通り、量子対称
対は量子群の一般化であり、量子群において成り立つ様々な重要な事実が、量子対称対の場合に
まで自然に拡張されることがわかっている。しかし、量子対称対の表現の分類や構造理論の発展
が著しく遅れている。本研究では、考察対象をウェイト表現という特別なクラスに限定して、有
限次元表現を分類する。さらに、量子群の表現論における結晶基底の理論を、量子対称対の表現
論に拡張することを目指す。これは、新しい組合せ論的表現論の新たな学術領域の開拓に繋がる。 
 
 
 
 
３．研究の方法 
まず、量子対称対の表現論にウェイト表現なる概念を導入するために、量子対称対を再構成する。
量子群と量子対称対は、どちらも生成元と関係式で定義されているが、両者の定義は大きく異な
っている。このため、定義だけを見ていても、「量子対称対は量子群の一般化である」というこ
とが直ちにはわからない。さらに、量子群の表現論でよく研究されているウェイト表現は、この
生成元を用いて定義される。したがって、量子対称対のウェイト表現を定義するためには、量子
対称対の定義を、量子群のそれに似たようなものにしなければならない。これには、量子対称対
の各表現に働く作用素のなす代数として量子対称対を定義し直し、適切な生成元を選び出すこ
とで取り組む。 
 
次に、量子対称対のウェイト表現の構造を解析するために、再構成された量子対称対の代数構造
を調べる。量子群の表現論は、ある小さい部分代数によって統制されている。再構成された量子
対称対の部分代数で、この小さい部分代数に相当するものを特定し、その代数構造が量子群の小
さい部分代数に似ていることが確認できれば、量子対称対のウェイト表現の構造も量子群の場
合と同様の手法で解析できる。この小さい部分代数を特定するためには、量子化する前の対称対
の代数構造を詳しく調べる必要がある。対称対の同型類が有限個であることから、計算機を用い
て取り組む。 
 
 
 
４．研究成果 
量子対称対のウェイト表現という概念を導入し、その分類や構造理論のための一般論を展開し



た。結果として、A型というクラスに属する量子対称対の有限次元ウェイト表現を分類し、構造
をある程度解明することに成功した。 
 
量子対称対の表現論を組合せ論的に記述する結晶基底の理論を定式化した。この手法で量子対
称対の表現論を理解することによって、特別な場合には、後述する標準基底の安定性を証明する
ことができた。他の応用として古典型の複素単純リー代数の表現論の新しい組合せ論的模型を
構築したり、分岐則を得たりした。さらに、離散力学系における反射方程式の解を組合せ論的か
つ系統的に構成することに成功した。この他にも、結晶基底の理論においては、表現論的あるい
は組合せ論的に興味深い現象がいくつも観察されており、今後のさらなる発展が期待される。 
 
標準基底の安定性は、量子対称対の表現論の幾何学的あるいは圏論的解釈のために必須の性質
であるが、その正しさは未だ完全には保証されていない。準分裂局所有限型という特別な場合に
は、前述の結晶基底の理論を適用することで証明された。その後、本研究において、標準基底の
安定性と結晶基底の理論は密接に関係していることが判明し、結晶基底の理論の考え方を取り
入れることで、局所有限型という非常に一般的な場合にまで安定性の証明を拡張することに成
功した。このように十分一般的に標準基底が安定性を有することが明らかになったことで、先に
触れた幾何学的あるいは圏論的解釈が現実味を帯び、関連する研究が促進された。 
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