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研究成果の概要（和文）：数論の研究において，ゼータ関数の特殊値はさまざまな分野と関わる重要な研究対象
である。本研究では，多変数化である多重ゼータ値について，有限多重ゼータ値やモジュラー形式との関係を解
明する研究に関するいくつかの成果を得た。特に，さまざまな背景のもとに導入されている多重ゼータ値の亜種
などにも適用可能な統一理論の開発では，解析的な対象である多重Eisenstein級数の基礎理論の構築や，q類似
の高次合同式による一般化金子-Zagier予想への応用を見出した。

研究成果の概要（英文）：In the study of number theory, special values of zeta functions are an 
important subject of research involving various fields of mathematics and theoretical physics. In 
this study, we have obtained several results concerning the study of multiple zeta values, which are
 multivariable version of the Riemann zeta function, and their relationship with finite multiple 
zeta values and modular forms. In particular, in the development of a unified theory applicable to 
multiple zeta-valued variants and other variants introduced in various backgrounds, we have 
constructed a basic theory of multiple Eisenstein series and found applications to the generalized 
Kaneko-Zagier conjecture with supercongruences of q-analogue of multiple zeta values.

研究分野：整数論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
今回の成果から，金子-Zagier予想は混合Tateモチーフの周期である数のクラスについても期待できる現象であ
ることがわかり，金子-Zagier予想の真髄に一歩近づくことができた。また，四半世紀未解決である
Broadhurst-Kreimer予想を部分的に解析できたことも今後につながる材料となりうる。こういった予想の解析か
ら次の時代の数学がどんどん芽生えているという意味では，本研究の学術的意義は高い。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
本研究の主役である多重ゼータ値は，1980年台後半から量子群，場の量子論，結び目理論など
の研究に現れ，徐々にその研究の重要性が認識され，整数論において近年活発に研究されている。
本研究では，多重ゼータ値に関する次の三つの未解決問題の解明を目標に掲げた。 
 

(1) モジュラー形式との関係を示唆する Broadhurst-Kreimer予想(1997) 
(2) 素数 pをわたるmod pの列からなる環上の多重ゼータ値(有限多重ゼータ値)と実数である
多重ゼータ値の関係を記述する金子-Zagier予想(2013 +) 

(3) レベル付き多重ゼータ値がレベル付き混合モチーフの周期を生成するかという問題 
 
これらは国内外で認知される重要な問題であるが，より強力な予想に帰着すれば解決できると
いう道筋を持つものもあれば，手がかりすらない問題もある。 

 
 
２．研究の目的 
上述のような状況を打破すべく，新たなアプローチの開発や既存の結果・現象の整備・一般化を
目的とした。特に，近年さまざまな背景のもとに導入されている多重ゼータ値の亜種などにも適
用できるような，統一的な道具を開発する。具体的には， 
(1) 多重ゼータ値とモジュラー形式の情報を併せ持つ解析的な研究対象である，Gangl-金子-

Zagier (2006)が定義した多重 Eisenstein 級数と Enriquez (2014)が導入した楕円多重ゼー
タ値の関係を明らかにすること，および，多重 Eisenstein級数の理論を整備すること， 

(2) Bachmann，竹山らと共同で開発した多重ゼータ値の q 類似を用いたアプローチを使って，
さまざまな亜種に対する金子-Zagier予想の類似を構築し，金子-Zagier予想の本質を見極め
ること， 

(3) レベル付き多重ゼータ値の代数的な基礎理論を整備すること，および，Brown による
Eisenstein級数の正規化反復積分値(多重モジュラー値)を使って混合モチーフの周期を作る
こと 
などである。 
 
 
３．研究の方法 
基本的には，各々の対象を数式処理システムで計算する手法を考案し，各々の目的に沿って数値
的な目処をつけていく。得られた観察から一般的な現象を見出し，関係式などの定式化，証明と
いった流れである。多重 Eisenstein 級数や q類似の研究では，その証明手法に解析のツールを
多く使う。次元の評価には混合 Tate モチーフの理論も援用する。K.T.Chen に端を発する反復積
分論への非可換母関数の応用も活用する。 
 
 
４．研究成果 
(1) 楕円多重ゼータ値と多重 Eisenstein 級数の関係については，素朴に違いを書き合うような
公式は見いだせなかった。この方向性の研究そのものがいい題材ではない可能性がある。多重
Eisenstein 級数の代数構造については，北田(研究代表者の指導学生)の修士論文(2022)におい
て部分的な結果が得られた。また，Brown (2012)による純奇多重ゼータ値予想(とある多重ゼー
タ値で生成されるベクトル空間の次元予想であって，多重ゼータ値の関係式とモジュラー形式
の対応を示唆する予想)の部分的な解決(ただし，深さ次数化多重ゼータ環の構造に関する，
Broadhurst-Kreimer 予想の精密化予想を仮定する)や，2 重 Eisenstein 級数に関する次元およ
び明示関係式に関する予想の定式化を行った。Broadhurst-Kreimer 予想の直接的な解明には至
らなかったが，多重ゼータ値とモジュラー形式の関係に関する研究を深掘りするだけでなく，新
たな方向性を提示する結果となった。 
 
(2) 有限多重ゼータ値の研究では，共同開発した q 類似を援用する手法を飛躍させることがで
きた。具体的には，Mordell-Torhheim 型の多重ゼータ値やレベル付き多重ゼータ値に適用する
ことにより Kaneko-Zagier 予想の類似・拡張を定式化しており，また高次合同式への拡張（一般
化 Kaneko-Zagier 予想）に適用可能な q類似の理論を発展させている。Kaneko-Zagier 予想につ
いては，小森氏によるUnifiedの理論をMordell-Torhheim型に拡張する方向性の研究も行った。
派生して，代数的数の有限類似も考察し，素数の素イデアル分解法則への応用を見出した。多重
ゼータ値に端を発する理論が古典的な数論の問題に応用できたことは意義深い。Langrands 対応
を介して，重さ 1のモジュラー形式にも応用がある。 
 



(3) レベル N の多重ゼータ値の代数構造の基礎を整備した。特に，レベル N の多重ゼータ値を
多重 L 値で表示する方法から得られる代数的な写像が，シャッフル積や調和積について準同型
であることを見抜き，ここから自然に多重 L 値の正規化の概念をレベル N に翻訳できることが
わかった。また，2重モジュラー値のプログラムを作成し，2重モジュラー値を多重ゼータ値お
よびモジュラー形式の L 関数の特殊値で表す明示公式を，広瀬氏(名古屋大学)とともに発見し
た。  
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