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研究成果の概要（和文）：当該研究を通じて, リーマン対称空間の間の全測地的はめ込みに対して, リー代数の
理論を用いて split Dynkin index という自然数を定義することに成功した.この対応は複素単純リー代数の間
のリー代数準同型の場合に Dynkin index として知られていた概念を一般化したものになっており, リーマン対
称空間たちの関係性を理解する上で重要な概念となると考えられる.また各はめ込みに対応する split Dynkin 
index を計算する手法も開発できた. また研究過程で不連続群と粗幾何学の関連性が明らかになった. これらの
結果は現在投稿論文を準備しているところである. 

研究成果の概要（英文）：Through this research, we successfully defined a natural number called the 
split Dynkin index for all totally geodesic embeddings between Riemannian symmetric spaces using the
 theory of Lie algebras. This correspondence generalizes the concept known as the Dynkin index for 
Lie algebra homomorphisms between complex simple Lie algebras and is considered an important concept
 for understanding the relationships between Riemannian symmetric spaces. We also developed a method
 to calculate the corresponding split Dynkin index for each embedding using the concept of 
complexification. Additionally, during the course of this research, the relationship between 
discontinuous groups on homogeneous spaces and coarse geometry has been elucidated.
These results are currently being prepared for submission as a journal paper.
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研究成果の学術的意義や社会的意義
リーマン対称空間と呼ばれる性質を持つ空間は幾何学において基本的かつ重要な研究対象である. 本研究はそれ
らの間の関係性を理解するためのものである. 本研究においてはリーマン対称空間の間に全測地的はめ込みとい
う関係性が与えられたとき, それをある尺度において自然数で評価する手法を開発できた. この手法を用いて今
後リーマン対称空間の関係性をより深く理解することが可能となった. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
連結リーマン多様体であって, 各点で``点対称''と呼ばれる変換が定義されているものをリーマ

ン対称空間という. 一般にリーマン対称空間の全測地的部分多様体は, それ自身がリーマン対
称空間の構造を持つことが知られている. 別の言い方をすると, リーマン対称空間 N をリー
マン対称空間 M へ全測地的(i.e.測地線を保つ)にはめ込んだとき, その像は M の全測地的部
分多様体となり, またその逆に, 任意の全測地的部分多様体は上記の方法で得られる. 
リーマン対称空間の全測地的部分多様体がリーマン多様体として平坦であるとき, つまり上記

の意味では N として平坦なリーマン対称空間(トーラスまたはユークリッド空間)を考えている
とき, その全測地的部分多様体は平坦であるという. リーマン対称空間の極大平坦な全測地的
部分多様体は等長変換を除いて一意に存在するということが知られており, 特に「平坦な全測地
的部分多様体」は完全に分類されていると言える. 
本研究課題では, 「平坦性を仮定しない全測地的部分多様体の分類問題」を研究テーマとする. 

先に述べたことから, リーマン対称空間 M の全測地的部分多様体を調べることは, 別のリーマ
ン対称空間 N から M への全測地的はめ込みを調べることに他ならない. つまり, 全測地的部
分多様体の研究は「リーマン対称空間の全測地的はめ込みのなす圏」という基本的な圏を調べる
ことと密接に関わっている. 
リーマン対称空間内の全測地的部分多様体の分類問題の代表的な先行研究(研究開始当初時点)

としては, リーマン対称空間の階数を固定して全測地的部分多様体の分類を行ったもの: 
Wolf [Illinois J. Math. (1963)], Chen--Nagano [Duke Math. J. (1977)],  
Kimura--Tanaka [Tokyo J. Math. (2008)], Klein [Trans. Amer. Math. Soc. (2009)]  
や, 全測地的部分多様体にある種の性質 (エルミート構造, 鏡映性, 階数極大性, 二次元非平坦
性) を要請して分類に取り組んだもの: 
Ihara [J. Math. Soc. Japan (1967)], Leung [Indiana Univ. Math. J. (1974)],  
Ikawa--Tasaki [Japan J. Math. (2000)], Mashimo [Osaka J. Math. (2019)] 
などが挙げられる. 
 
またリーマン対称空間の間の全測地的はめ込みは, 非コンパクトな単純リー代数の間のリー代

数準同型と代数的な意味対応することが知られているため, このテーマの研究は大きな意味で
は非コンパクトな実単純リー代数の間のリー代数準同型の分類の研究と同義であると言える.  
1950 年代に E.B.Dynkin は複素単純リー代数の間のリー代数準同型の分類理論を完成させ

た([Mat. Sbornik N.S.1952]). その分類理論において最も重要な役割を果たした概念として, 今
日では Dynkin index と呼ばれるものがある. これは複素単純リー代数とリー代数準同型の成
す圏から非負整数のなすモノイド(対象が一点で, 射の集合が非負整数全体, 合成は積となる圏) 
への関手を与えるものである.  
複素単純リー代数の間のリー代数準同型が分類されている一方で, 非コンパクトな実単純リー

代数の間のリー代数準同型の分類は未だになされておらず, 特に例外型も含めて一般的に考え
られるような手法があまり知られていない.  
本研究課題は実の場合においても Dynkin index の概念を拡張し, それをリー代数準同型, お

よびリーマン対称空間の間の全測地的はめ込みの研究に応用しようというものである.  
 Dynkin index に関する代表的な先行研究(研究開始当初時点)としては, ファイバー束や表現
論への応用としては,  
Kumar—Narasimhan--Ramanathan [Math. Ann. (1994)], 
Balaji [J. Differential Geom. (2007)], 
Panyushev [Adv. Math. (2009)], 
Kubo [Osaka J. Math. (2014)] 
などが挙げられる. また,ディンキン指数の整数性の位相幾何学的証明 (Dynkin [Amer. Math. 
Soc. Transl. (1959)]), 代数的証明 (Braden [J. London Math. Soc. (1991)]) などが知られてい
る.  
 
２．研究の目的 
本研究の目的は実単純リー代数の間のリー代数準同型, またはリーマン対称空間の間の全測地

的はめ込みを調べるための道具として Dynkin index を一般化した概念(split Dynkin index と
よぶこととする)を整備しようというものである.  
特に split Dynkin index の幾何学的意味付け, および, 全測地的はめ込みの障害を構成するた

めの道具としての活用について調べることを主目的とする.  
 
 
 
 



３．研究の方法 
非コンパクトな実単純リー代数 l, g の間のリー代数準同型 f : l -> g について, ``split 
Dynkin index’’SDind(f) を以下で定義することとする: 
 
SDind(f) := B_g(f(A_l),f(A_l))/B_g(A_g,A_g) 
 
ただし, B_g は g 上の Killing form とし, A_l, A_g はそれぞれ l, g の shortest coroot 
とする.  
Split Dynkin index を調べることによりリー代数準同型, およびリーマン対称空間の間の全測
地的はめ込みについての知見を得ることを考える.  
 
 
４．研究成果 
 本研究を行うことにより以下の結果が得られた: 
(1) Split Dynkin index は実単純リー代数の間のリー代数準同型について非負整数を与えるこ

とを示した.  
特に, 研究開始当初持っていた証明のアイデアはリー代数の構造論を使う煩雑なものであ
ったが, 本研究において coroot の性質を用いる簡易な証明を得ることができた.  

(2) Split Dynkin index は定義域と値域の automophism で不変であることを示した.  
(3) Split Dynkin index は Dynkin index の一般化である, すなわち複素単純リー代数の間の

リー代数準同型については Dynkin index と split Dynkin index は一致することを示し
た.  

(4) Split Dynkin index は実単純リー代数とリー代数準同型の成す圏から非負整数のなすモノ
イドへの関手を与えることを示した.  
特にこれにより, 与えられた二つの既約なリーマン対称空間に対して, 「それらの間に全測
地的はめ込みが存在するか」, また「存在する場合にはその index はいくらになるか」と
いう問いについて, 全測地的曲面(または対応する冪零軌道)の研究を応用する目途が立っ
た.  

(5) 実リー代数の間のリー代数準同型 f の split Dynkin index の計算を, f の複素化の 
Dynkin index の帰着させる手法を確立した.  

(6) Split Dynkin index が 1 であることを極小冪零軌道の言葉を用いて特長付けた. 
(7) 既約コンパクトリーマン対称空間の間の全測地的はめ込みに対して split Dynkin index 

について Helgason 球面の像の断面曲率(または``半径’’)を用いた特長付けを与えた.  
(8) 2023 年に Adv. Math. から A. Kollross, A. Rodríguez-Vázquez による論文``Kollross--

Totally geodesic submanifolds in exceptional symmetric spaces’’ が出版された. 彼
らの論文は Dynkin index のアイデアを実単純リー代数の間のリー代数準同型に対して定義
することによりリーマン対称空間の間の全測地的はめ込みについて研究するものであり, 
本研究課題と密接に関連するものである. 彼らの用いた index は上記の split Dynkin 
index とは異なるものであり, また split Dynkin index を用いて彼らの index を計算っ
する手法についても得られた.  
 

これらの結果は現在投稿論文として準備中である(RIMS 講究録 No.2234 に上記の結果を一部ア
ナウンスしている).  
 
また本研究を行う過程において, 擬リーマン簡約型等質空間 (これはリーマン対称空間の全測

地的部分多様体の Moduli 空間と深い関係がある)上の不連続群論と粗幾何学の関連性に気づい
た. この結果は不連続群論において新しい視点を与える有益な結果であり, これについても投
稿論文として準備中である.  
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