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研究成果の概要（和文）：完全WKB解析と位相的漸化式の間の架け橋となる量子曲線の理論をもとに、自由エネ
ルギーに起こるStokes現象とBPS構造の関係性や、スペクトル曲線の周期とパ ンルヴェ方程式の解の挙動の解析
を行なった。位相的漸化式によるBPS構造に付随したRiemann-Hilbert問題の解の構成 (Omar Kidwai氏との共同
研究) や、不確定共形ブロックとアクセサ リー・パラメータの漸近展開との比較を有じたZamolodchikov予想の
検証 (名古屋創氏との共同研究) に関する成果も得た。

研究成果の概要（英文）：We investigated a relationship among the exact WKB analysis, topological 
recursion and Painleve equation, based on the theory of quantum curves. We succeeded in constructing
 a solution to the BPS Riemann-Hilbert problem via the topological recursion (joint work with Omar 
Kidwai). We also studied a relation between the irregular conformal block and accessory parameter to
 test the irregular-version of Zamolodchikov's conjecture (joint work with Hajime Nagoya). 

研究分野： 微分方程式、可積分系、特殊函数

キーワード： 完全WKB解析　位相的漸化式　パンルヴェ方程式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、背景の全く異なる数学的対象の間に新たな関係性を構築することを目標としたものである。周期と可
積分性の間の関係性に関して、背後にある数学的構造の解明に向けて、様々な知見を得ることができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
微分方程式の漸近解析的手法の一つである完全 WKB 解析と、行列模型に起源を持つ位相的漸化
式という全く異なる背景を持つ２つのトピックがある。これらの分野を結びつける「量子曲線の
理論」が 2012 年頃に見出され、現在に続くまで活発に研究されている。J. Andersen 氏, M. 
Kontsevich 氏, B. Eynard 氏と M.Marino 氏が牽引する「Recursive and Exact New Quantum 
Theory」という大規模な研究プロジェクトが欧州研究会議 (ERC) の助成の下で 2018 年に発足
し、位相的漸化式における Stokes 構造 (resurgence 構造) の解析が一つの重要な研究テーマに
選ばれた。量子曲線による完全 WKB 解析と位相的漸化式の関係性は、この研究テーマの発展の鍵
を握ることが期待されており、理論を発展させる新たな発見が求められている状況であった。  
 
一方、2018 年に研究代表者岩木と小池達也氏、竹井優美子氏による共同研究で、完全 WKB 解析、
位相的漸化式、Voros 係数の間の関係性に関するいくつかの成果が得られた。この成果を元に、
当時名古屋大学多元数理科学研究科の外国人特別研究員 O. Kidwai 氏との上記の Stokes 構造
の解明に向けた共同研究を 2019 年に開始した。また、それと同時期に、研究代表者岩木は位相
的漸化式によるパンルヴェ方程式のτ函数の新たな構成法を発見した。これは当該分野で興味
を持たれていた Gamayun-Iorgov-Lisovyy 公式の不確定特異点を許す場合のある種の拡張に相
当し、パンルヴェ方程式を介した位相的漸化式、完全 WKB 解析、共形場理論の間の関係の探求に
向けた大きな一歩となる成果であった。 
 
２．研究の目的 
上記の完全 WKB 解析と位相的漸化式、さらにそこにパンルヴェ方程式を交えた様々な数学的対
象の間の関係性をより深く探求することが研究の目的である。より具体的には、以下を研究目的
とした。 
 
(1) 小池達也氏、竹井優美子氏との共同研究で扱ったクラスの例に対し、位相的漸化式の Stokes 
構造を解析すること。位相的漸化式の分配函数の Borel 変換の特異性を解析し、Stokes 現象に
よる Borel 和の不連続性を記述する公式を求めること。 
 
(2) 位相的漸化式で構成されるパンルヴェ方程式のτ函数と、共形場理論により Gamayun-
Iorgov-Lisovyy 公式を用いて構成されるτ函数との比較を行うこと。位相的漸化式の分配函数
のパラメータに関する漸近展開を具体的に計算し、(不確定)共形ブロックの漸近展開との比較
を行うこと。 
 
 (研究計画申請書に記載した解決すべき課題の一部は研究機関中に解決されたため、関連する
上記の問題を研究課題として新たに設定した。) 
 
３．研究の方法 
(1) 完全 WKB 解析における Voros 係数に対する Stokes 現象はクラスター変換で記述されること
が研究代表者岩木と中西知樹氏の共同研究により 2014 年に示されていた。この Stokes 現象の
ある側面と密接に関わる概念である「BPS 構想」を用いて、量子曲線を通じて対応する位相的漸
化式の分配函数の Stokes 構造を解析した。なお、この BPS 構造は、Donaldson--Thomas 不変量
の壁越え現象と Riemann-Hilbert 問題を関連づけるべく、2016 年に T. Bridgeland 氏が導入し
たものである。 
 
(2) 2021 年に O. Lisovyy 氏と A. Naidiuk 氏が、不確定特異点を有する一部の合流型 Heun の微
分方程式のアクセサリー・パラメータの漸近展開を求める手法を考案した。彼らの手法は WKB 解
析と非常に相性が良いので、それを参考にして、量子曲線を通じて位相的漸化式の分配函数の漸
近展開を求める手法を考案し、得られた計算結果と不確定共形ブロックを比較した。 
 
４．研究成果 
得られた研究成果は以下である。 
 
(1)BPS 構造と位相的漸化式を比較し、あるクラスのスペクトル曲線について自由エネルギーを
付随する BPS 指数により明示的に記述する公式を与えることに成功した。さらに、位相的漸化式
が定める分配函数の Borel 和が、BPS 構造に付随した Riemann-Hilbert 問題のτ函数と本質的に
一致することを示した。これらは種数が０の２次のスペクトル曲線に関する考察であるが、３次
以降のスペクトル曲線に対しても同様の主張が成立することを予想として定式化し、その傍証
となるいくつかの観察を行った。以上は Omar Kidwai 氏との共同研究により得られた成果であ
り、すでに Advances in Mathematics と Communications in Mathematical Physics から１本
ずつ論文が出版されている。これにより、あるクラスのスペクトル曲線に対しては、その分配函



数の Stokes 構造が厳密に解明されたことになる。 
 
(2) 楕円曲線をスペクトル曲線として定まる分配函数の漸近展開を記述する手法を考案した。
Lisovyy 氏と Naidiuk 氏による先行研究を参考に、漸近展開の計算アルゴリズムを与え、得られ
た漸近展開公式が対応するパンルヴェ方程式の漸近展開公式と最初の数行が整合的であること
を確認した。これは研究代表者の先行研究を通じて得られると期待されるべき内容と整合的で
ある。さらに、応用として正則アノマリー方程式を通じた自由エネルギーの機能的な計算アルゴ
リズムを与えることにも成功した。これは物理学者による位相的弦理論の分配函数が位相的漸
化式により定義できることを示唆する内容であり、重要な成果であると考えられる。また、Oleg 
Lisovyy 氏との共同研究を通じて爆発公式との関係性に関する研究も行った。これらの成果に
ついて論文を準備中であり、近いうちにプレプリントとして公開する予定である。 
 
(3) 上記(2)の漸近展開公式の導出法を応用し、不確定共形ブロックの展開公式とアクセサリー・
パラメータに関する Zamolodchikov 予想の検証に関して、positive な計算結果が得られた。不
確定特異点が不分岐な場合には Lisovyy 氏と Naidiuk 氏が既に計算結果を得ていたが、我々は
分岐を許す不確定特異点に対しても同様の成果を得ることができた。これは名古屋創氏との共
同研究に基づくもので、論文を準備中である。 
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