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研究成果の概要（和文）：本研究では、 周期境界条件の下で、１次元半線型シュレディンガー方程式の解の時
間大域可解性の為の、可積分な初期条件に対する分類を完成させた。特に、初期状態の振動が如何に微細であっ
ても、その振動によって解の有限時刻爆発現象が生じる、初期条件に対する特異な不安定性が確認された。加え
て２次元の場合は、周波数成分間の相互作用による解の抑制効果が大きくなることが観測されていて、高次元の
場合は解の初期値依存性が安定化する可能性を示唆できた。
また、半線型消散型波動方程式の解の爆発時刻を評価する為の、技術的な要件を緩和し、初期状態の積分平均が
０である場合の解の存在最大時刻の精密な評価を新たに導出した。     

研究成果の概要（英文）：In this study, we have completed the classification of integrable initial 
conditions for the global time solvability of solutions to the one-dimensional semi-linear Schr¥"
odinger equation under periodic boundary conditions. Particularly, a singular instability concerning
 initial conditions has been identified, wherein finite-time blow-up phenomena of solutions occur 
due to oscillations in the initial state, no matter how small they are. Additionally, in the case of
 two dimensions, a significant inhibitory effect on solutions due to interactions between frequency 
components has been observed, suggesting the potential stabilization of initial value dependency of 
solutions in higher dimensions.

Furthermore, we have relaxed the technical requirements for evaluating the maximum existence time of
 solutions to semi-linear damped wave equations and derived a precise evaluation of the maximum 
existence time of solutions when the integral average of the initial state is zero.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 爆発解析 　初期値問題　分散型方程式 

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究における学術的な意義は、従来の解析手法では不可欠であった初期状態に対する積分平均の符号条件を緩
和した事にある。従来の解析手法は、複雑な非線型効果による解の増大の様相を、解の積分量に着目する事で要
約していた。一方で、本研究ではシュレーディンガー方程式や消散型波動方程式の初期状態の振動の影響を考慮
する事で、方程式の非線型効果に対して一歩踏み込んだ理解を与えた。特に、本研究で解明した初期状態の振動
が与える解の挙動への影響は、計算シュミレーションによる観測が困難なものであり、純粋数学による解析手法
の効果を示す一例を提示できた。  

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
半線型分散型波動方程式の解の爆発現象は、典型的な非線型現象として広く研究されている。

絶対値冪乗型の自己相互作用は、解の爆発現象を生じさせる代表的な自己相互作用である。従来
の研究では、解の積分量に着目した解析手法で、絶対値冪乗型の自己相互作用を伴う分散型方程
式の解の挙動が検討されてきた。一方で、解の挙動は初期状態の積分平均量だけではなく、振動
によっても影響を受ける。初期状態の振動に由来する非線型効果は、方程式毎の特性が強く、従
の一般論的な解析では把握し切る事が出来ない。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、絶対値冪乗型の自己相互作用を伴う分散型方程式の初期状態の振動に由来

する非線型効果を明らかにし、初期状態に応じた解の挙動を理解する事である。 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究の方法は、従来の初期状態に対する積分平均の符号条件が成立しない場合における時

間大域可解性を検討する。そして、初期状態の振動に由来する非線型効果が、解の有限時刻爆発
現象を生じる程度の強度があるかを判定する事で、非線型効果の影響を測る。より具体的には、
複雑な非線型効果の影響を要約する様な汎関数の設計や、振動の影響を従来よりも反映した汎
関数の評価方法を考案する。そして、初期状態の大きさに応じて解の存在最大時刻（爆発時刻）
がどのように変動するかを検討する事によって、初期状態の振動に由来する非線型効果の強度
を測る。 
 
 
４．研究成果 
 
本研究では、周期境界条件における半線型 Schrödinger方程式や、全空間における半線型構

造消散型波動方程式や、半線型消散型波動方程式について以下の成果を得た。 
 
令和２年度の研究では、一次元の周期境界条件に於いて、絶対値の自乗の非線型項を有する

Schrödinger方程式の初期値問題に対する時間大域可解性を検討した。本初期値問題の時間大域
可解性の研究は、解の空間変数に対する積分平均である, Fourier０モードに着目した研究が行
わていた。一方で、解の空間変数に対する振動がどの様に時間大域可解性に影響するかは検討さ
れておらず、解析手法に就いても未確立である。この様な状況は、Schrödinger程式や周期境界
条件の初期値問題に関わらず、広く時間大域可解性の研究に於いて同様に未解決である。本研究
では、Bourgain が導入した Schrödinger 方程式の線型解による解の分解を用いて、時間大域可
解性の為の初期値の必要充分条件を導出した。特に、これまでの数値計算による予想とは異なり、
初期状態の僅かな振動でさえも解の有限時刻爆発現象を引き起こす事を証明した。これは、
Fourier０モード以外の情報を加味してこなかった既存の研究とは一線を画するものである。又、
同初期値問題に見受けられる時間大域解の極端な不安定性も初めて証明された。 
令和２年度の研究の特色は、分解された解が満たす無限連立常微分方程式系を共鳴部と非共

鳴部に分解し、二元連立常微分方程式系に帰着させた事である。取分け、共鳴効果を利用して共
鳴部を無視可能な剰余項として評価する事で、解析可能な単純な非共鳴部の常微分方程式系を
抽出した点が他の爆発解析とは異なる点である。非共鳴部の成す連立方程式系の解析に就いて
も、時間大域可解性の為の条件を精査した他、解をランベルトの W関数と呼ばれる特殊関数によ
って具体的に書き下す事に成功した。この解の表現により、これまで以上に爆発解の爆発の様子
を詳しく見る事ができた。なお本研究成果は、Pisa 大学の V. Georgiev 教授との議論の中で得
られた。 
 
令和３年度の研究では，分数階の微分作用素を伴う半波動方程式に対して，臨界尺度に於ける

解の爆発現象を示した．熱方程式や消散型波動方程式の様に古典的な微分作用素のみを伴う初
期値問題に対しては，方程式の伸縮構造の観点から時間大域解が存在しない事が知られている．
特に，古典的な微分作用素に対する積の微分法則が，大域解の不在証明に於いては技術的な要点
である．一方で，分数階微分作用素を伴う場合，古典的な微分作用素と異なり，関数の積の導関
数を夫々の関数の導関数によって各点で書き下す事は一般にできない．令和３年度の研究では，
多項式程度に減衰する試験関数に対して，分数階導関数の各点での挙動を調べる事で，臨界尺度



に於ける解の爆発現象を証明した．前年度までの研究では，既に分数階導関数の無限遠方に対す
る減衰度合いの評価を得ていた．一方で臨界尺度に於いては，分数階導関数の原点での挙動をよ
り詳しく調べる必要があった．令和３年度の研究では，２つの試験関数の差分に対する分数階導
関数に着目する事で，原点での分数階微係数を制御した．加えて，試験関数の古典的な導関数も
応用する事で，原点での分数階導関数の減衰の度合いを評価した．以上の分数階導関数の概形の
研究を，既存の汎関数を用いた爆発解析と組み合わせる事で，解の爆発現象を証明した． 
この研究は半波動方程式に限らず，構造消散型波動方程式や分数階微分作用素を伴う方程式

に応用する事が容易であり，これまでの伸縮構造に基づく爆発解析を進展させるものである． 
 
令和４年度の研究では，消散型波動方程式の初期値問題の爆発解析を進展させた．特に，初期

位置と初期速度が各点で相殺する場合の爆発解析について検討した．この場合，従来の弱形式を
経由する爆発解析を直接適用することはできず，周期境界条件における Schrödinger 方程式の
場合と同様に解の振動が与える影響を検討する必要がある．令和４年度の研究では，直線上の消
散型波動方程式に対して，周期境界条件での Schrödinger 方程式の様な極端な不安定性はは発
生しないものの，初期位置と初期速度が相殺する場合は，自己相互作用の形状に応じて解が延長
される事が判明した．特に，解の存在最大時刻は，解の連続性の観点から延長できる最長の時刻
まで延長される事を示した．解の存在最大時刻が延長される理由は，対応する自由解の減衰速度
が，他の場合に比べて早い事に起因する．非線形問題の解は大凡自由解の周辺で発展する摂動論
の枠組みで構成する．初期位置と初期速度が相殺する場合は，自己相互作用に由来する Duhamel
項の影響と自由解が拮抗する時刻において，解が初期状態に比べて小さくなる為，更にそこから
通常の摂動論によって解を構成する事で，解の存在最大時刻を精密に評価する事が可能となっ
た．一方で 2022 年度の研究では，Li，Zhou の議論を改良し，解が非正値を維持したまま大域的
に存在する為の初期状態の条件を拡張した．特に，従来の古典解を経由した議論を回避する為に，
消散型波動方程式の波動方程式への変形を積分方程式の観点から整理した．具体的には，消散型
波動方程式の発展作用素の積分核を構成する Bessel 関数の計算を容易にする積分変数の変換を
用いる事で，初期状態の滑らかさを全く仮定することなく，Li，Zhou の議論を拡張する事がで
きた．また，令和４年度の研究では，更に詳細な爆発解析を進展されるた為に，対応する常微分
方程式の解析を進展させた． 
 
令和５年度の研究では、初期変位と初期速度の積分平均が相殺する場合の１次元半線型消散

型波動方程式に対して、解の存在最大時刻に対する精密な評価を得た。特に、初期変位と初期速
度の和に対する１次モーメントの値に着目し、１次モーメントの値に応じた非線型効果の及ぼ
す、解の存在最大時刻への影響を、時間局所可解性が担保される初期条件に対して完成させた。
この議論では、従来の摂動理論では解の挙動を捉える事が出来ない理由が、解の挙動が一定の時
刻以降、初期変位と初期速度の０次モーメントが消えている自由解とは異なっている事に着目
した。そして、２段階の摂動理論を用いて、自由解と非線型効果が釣り合う時刻から解を再構成
する事によって、解の存在最大時刻を精確に捉える事に成功した。特に、解の爆発の議論におい
ては、先行研究で用いられていた解に対する汎関数を改良することができた。この改良により、
従来着目していた０次モーメントが初期時刻において消えている場合の特徴を捉えつつ、本研
究で導入した二段階の摂動理論に呼応する形で、解の爆発現象を常微分方程式の枠組みによっ
て把握する事ができた。また、本研究で導入した手法を用いることで、高次元の半線型消散型波
動方程式の解の存在最大時刻を把握する事や、同様の技術的な要件で解の存在最大時刻が議論
されている構造消散型波動方程式に対しても、解の存在最大時刻に対する理解を深めることが
できた。  
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