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研究成果の概要（和文）：本研究においては非切断ボルツマン方程式の定常解周りの初期値問題および境界値問
題の解析を行った。特に、解のノルムがフーリエ変換の可積分性で特徴づけられる関数空間を用いてこれまでの
解空間とは様相の異なる時間大域解について考察することができた。
先行研究においては解の空間変数に関する関数空間としてソボレフ空間やベゾフ空間を用いていたが、これらは
L無限空間に埋め込めるような指数の組み合わせで用いられた。フーリエ変換の可積分性によって関数を特徴づ
けることにより、このような埋め込みなしで方程式の解を構成することができた。

研究成果の概要（英文）：We studied an initial value and initial-boundary value problem of the non 
cut off Boltzmann equation near the global equilibrium. In particular, solutions are characterized 
by integrability of their Fourier transform.
In the known results, solution spaces such as Sobolev or Besov spaces that can be embedded into the 
L infinity space were employed in order to control nonlinear estimates. New solution spaces were 
utilized so that we can complete estimates without such embedding theorems.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 運動論方程式　ボルツマン方程式　ランダウ方程式　解の存在と一意性　正則性

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、関数のフーリエ変換の可積分性によって特徴づけられる関数の空間を非切断ボルツマン方程式の解
の解析に用いた。様々な関数空間において方程式を考察することは、遠方で十分早く0に減衰する解や(形式的
に)無限大の質量をもつような系における方程式の解など、様々な物理的背景に応じた解を考察することにつな
がる。従って上述したような関数空間の利用により、この方程式に対して新たな現象に対応しうる結果を導出す
ることができたため、方程式が持つ解の特性を新たにとらえるための知見が得られた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
本研究申請時においては、非切断ボルツマン方程式の初期値問題の研究に用いられる関数空間
は、空間変数に関して言えばソボレフ空間やベゾフ空間が主であった。これらのうちで特に 2 乗
可積分な関数全体のクラスである L2 空間を用いて定義されるものが利用された理由は、L2 が
ヒルベルト空間でありエネルギー法との相性がよいことによる。 
しかし非線形項の 3 重線形評価においては、L2 空間を基に関数の積の積分評価を行うと、少な
くとも一つの関数は殆ど至る所有限な関数のクラスである L 無限空間のノルムを用いて評価し
なくてはならない。この評価のため、L2 を用いて定義されるソボレフ空間やベゾフ空間が L 無
限に埋め込まれるだけの高い正則性を持った空間を用いることが重要であった。 
一方、フーリエ級数の絶対総和可能性を用いて特徴づけられるウィーナー空間は、結晶のエピタ
キシャル成長を記述する数理モデルの解析などに既に用いられていたが、この数理モデルは非
線形な放物型方程式である。放物型方程式に特徴的な解の平滑化効果が先述の空間で確認され
ている非切断ボルツマン方程式に対しても、これらの関数空間を用いることができ、しかも解空
間の構造の違いからこれまで発見されなかったような解に対する考察が可能であると考えられ
た。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では上記で述べた、トーラス上で定義されるウィーナー空間や、その全空間版であるフー
リエ変換が可積分である関数のクラスを空間変数に対して用いて解空間を設定し、非切断ボル
ツマン方程式の初期値問題や初期値境界値問題の解の一意存在などの性質について考察するこ
とである。関数空間の埋め込みの性質の違いから、これらの空間は先行研究で用いられたソボレ
フ空間やベゾフ空間の基となる L2 空間よりも、本質的に有界な関数のクラスである L 無限空間
にある種の正則性を課したクラスであるとみなすほうが自然である。であれば、これらの関数空
間を用いて解を構成すれば、先行研究で研究されていた解のクラスとは全く異なるクラスにお
ける方程式の性質を調べることができると期待される。 
さらに、ウィーナー空間やフーリエ変換が可積分な空間はそれらが用いられた別の方程式にお
ける研究では解の正則性を同時に研究するためにも用いられている。同様の手法を非切断ボル
ツマン方程式に対しても応用することも目的である。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
非切断ボルツマン方程式及びランダウ方程式の定常解周りの初期値および初期値境界値問題を
トーラス上(境界条件付きの場合一方向だけ境界条件を与える)を考える。この場合ウィーナー
空間(境界条件付きの場合その方向には L2 空間)を用いて解を特徴づけるため、この空間を用い
た解のアプリオリ評価を導出する。方程式の線形部分の準強圧的評価や非線形部分の 3 重線形
評価には、先行研究において開発されたいわゆるトリプルノルム(cf. Alexandre et al., Kinet. 
Relat. Models, 2023)を用いた評価と新しい関数空間と組み合わせると必要な評価が導出され
る。準強圧的評価で制御できない部分は、方程式が持つ保存則から流体方程式型の系を導出し、
これにアプリオリ評価を行う。これらの結果を組み合わせると解に対する総合的なアプリオリ
評価が得られる。局所解をハーン・バナッハの定理により構成し、アプリオリ評価と合わせて時
間大域解を構成する。 
 
 
 
４．研究成果 
 
3. で述べた手法を活用して、トーラス上でウィーナー空間を用いて解の一意存在と解の時間減
衰評価を導出した(Duan et al., Comm. Pure Appl. Math., 2021). これはボルツマン・ランダ
ウ双方、また初期値・初期値境界値問題双方に対して統一的な解析手法を開発したうえで、新た
な解空間における問題を提唱した点が高く評価され、分野内においては引用件数の多い論文と
なった。また比較的最近、同様の手法を全空間上のボルツマン方程式に適用して解の一意存在と
時間大域的挙動を導出した (Duan et al., SIAM Journal Math. Anal., 2024). トーラス上の
問題と比較すると、全空間上の問題は保存則の効果が弱いためトーラス上では制御できていた



が全空間では制御できない部分が現れる。ここの評価のために、フーリエ変換が Lp であるクラ
スを導入し、この空間におけるエネルギー評価と解を考察する空間における時間重み付きエネ
ルギー評価を組み合わせて所望の定理を得た。 
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