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研究成果の概要（和文）：非整数階拡散-波動方程式の定性的性質をより深く解明することができ、いくつかの
逆問題も従来より一般の設定で解決した。
解の定性的性質に関して、先行研究が少なかった非整数階波動方程式を解析した結果、「一意接続性」と「長時
間定符号性」の側面では非整数階拡散方程式と共通する結論に至った。
関連する逆問題に関しても、上述理論の発展と新しい手法の導入によって先行研究の結果を大幅に刷新した。微
分回数の決定について、解の漸近挙動のみによる一意性を証明した。複数の未知係数の同時決定について、一意
性の証明に必要な観測回数を無限回から1回に減らせた。ソース項の決定に関しても、データ量の削減と仮定の
一般化に成功した。

研究成果の概要（英文）：In this research, qualitative properties of fractional diffusion-wave 
equations were obtained on a more advanced level, and several inverse problems were solved in more 
general settings from literature.
On qualitative properties of solutions, we focused on fractional wave equations which were not 
well-studied previously, and concluded that they coincide with fractional diffusion equations in the
 aspects of unique continuation and long-time positivity.
On related inverse problems, we also greatly improved preliminary results based on the development 
of theory above and introducing new methods. First, we obtained the uniqueness on determining orders
 only by the asymptotic behavior of solutions. Second, we reduced the necessary observation times 
for proving the uniqueness of simultaneous determination of multiple unknown coefficients from 
infinity to one. Third, for inverse source problems, we also succeeded in reducing the amount of 
data and generalizing the assumptions.

研究分野：偏微分方程式の逆問題

キーワード： 非整数階拡散-波動方程式　非局所性　一意接続性　逆問題　一意性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は非整数階拡散方程式に関する結果を補完しつつ、先行研究が少なかった非整数階波動方程式に深く踏み
入れ、両者の相違と類似点を「一意接続性」と「定符号性」などの観点から見極めた。これらは既存成果と合わ
せて、時間微分回数が0から2までの発展方程式の統一した定性理論の完成を意味する。また関連する逆問題の側
面において、先行研究より一般かつ現実的な問題設定を考案し、さらに数値結果を裏付ける正当化を行うこと
で、理論と応用の両面から有意義な成果を得た。
本研究で得られた結果は関連分野の発展に寄与するのみならず、不均質媒質における汚染源の同定においても、
事故直後のデータ欠落やデータ不足の場合にも役立つ。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 不均質媒質における粒子の特異拡散など、マルコフ性が破綻し、通常の偏微分方程式で記述
できない現象に対して、非整数階微分を持つような非局所モデルが数多く提唱された。その中、
非整数階時間微分をもつ偏微分方程式が時間メモリー効果を表すことができ、有力モデルとし
て注目されてきた。時間微分回数が１未満と１を超えて 2 未満によって、さらに非整数階拡散
方程式と非整数階波動方程式に細分されるが、近年は特に前者に対する研究は急速に発展し、解
の適切性（一意存在性・安定性）を代表とした基本性質が解明され、関連する逆問題も続々と解
決された。 
 
(2) 一方、後者の非整数階波動方程式は、粘弾性モデルなど重要な応用があるにもかかわらず、
解析の困難さから理論と応用の両方で研究があまり進んでいなかった。例えば解析の基盤とな
る適切性、局所解と大域解をむすぶ一意接続性、解の時間発展を特徴づける減衰性と符号変化な
どにおいて，非整数階波動方程式には未解決問題が多い。特に両端にある放物型（拡散）方程式
と双曲型（波動）方程式との関係や、非整数階拡散方程式との相違と類似性も充分に分かってい
なかった。 
 
２．研究の目的 
本研究はまず一般の定式化で非整数階波動方程式の基礎理論を整備した上、次に時間発展によ
る解の変化を多角的に記述し、最後に非局所性が逆問題にもたらす影響を明らかにする。また、
本研究は非整数階波動方程式に焦点を当てるが、（非整数階）拡散方程式および波動方程式との
関係性を念頭に、方程式の定性的・定量的な性質を解明し，更に逆問題へ応用することを目的と
する。具体的には，全体目標を次のように分けて考える。 
 
(1) 非整数階波動方程式の初期値・境界値問題について、（非整数階）拡散方程式などと同等の適
切性理論を創出し、一意接続性などの基本性質を確立する。 
(2) 解の形状・保存則などの観点から非整数階波動方程式の時間発展を特徴づけ、数値計算によ
って拡散方程式と波動方程式との関係を検証する。 
(3) 上記の性質を非整数階拡散・波動方程式のいくつかの逆問題の一意性・安定性に応用し、他
の方程式の既存結果と比較した上、類似性と差異を解明する。 
 
３．研究の方法 
上記の研究目的に合わせて、研究方法を(1)〜(3)に分けて記述する。 
(1) 非整数階波動方程式の初期値・境界値問題について、非整数階拡散方程式に対する既存の手
法をレビューした上、改良と一般化を行うことでその基本性質を確立する。支配方程式の空間方
向が対称の場合、厳密解に現れる特殊関数を精密に評価し、先行研究で得られた安定性評価をシ
ャープにする。非対称の場合、縮小写像に帰着することで不動点定理を用いて解の一意存在性を
証明する。また一意接続性に関しては、Laplace変換を施し、複素解析による論法を試す。 
 
(2) 解の形状について、非整数階拡散方程式の正値性の証明からヒントを受け、厳密解を用いて
解の長時間漸近挙動を解明した上、空間位置を固定して解の符号変化回数を調べる。解の保存則
について、波動方程式のエネルギーが非整数階の場合にどう変化するかを検証し、微分回数と時
間に関する単調性があるかを調べる。また波動方程式のエネルギー保存と拡散方程式の質量保
存から、その間に位置する可能な保存則を探索する。 
 
(3) 上記で得られた性質を多種な逆問題設定（観測データと未知係数の組合せ）に応用し、得ら
れた結果を他の方程式の結果と比較する。ソース項決定逆問題に関して、空間成分の決定は一意
接続性、時間成分の決定は長時間漸近挙動を応用して一意性を示す。またソース項が平行移動す
る場合も、問題を初期値決定逆問題に帰着することで一意性の証明を試みる。一方、複数の係数
を同時に決定する逆問題に関して、境界条件を巧妙に選定することで 1 回の観測で解決する可
能性を探索する。 
 
４．研究成果 
(1) 時間微分回数が 1 以下である非整数階拡散方程式に対し、源泉項が変数分離の形をした場
合、その空間成分を解の最終時刻における観測データから決定する問題については、解析
Fredholm 理論を用いて条件付き一意性を示した。すなわち、高々可算個の除外点を除き、未知
関数が観測データによって一意的に決められることを証明した（文献[3]）。また、同じ問題設定
で、解の部分内部領域における観測データによって源泉項の空間成分を数値的に再構成する問
題については、離散化された最適化問題の解の存在性、安定性および収束性を示し、反復法に基
づく効率的な数値スキームを開発し、空間 2次元までの数値例で検証した（文献[1]）。 



 
(2) 時間微分回数が 1以上で 2以下である非整数階拡散-波動方程式に対し、解の定性的な性質
の 1つとして重要な「一意接続性」を確立した。すなわち、解の局所的なデータより大域的な情
報が一意的に決まることを証明した。この結果は時間微分回数が 1 以下に対する先行研究を拡
張し、時間微分回数が 2である波動方程式と決定的に異なることを意味する。さらにその応用と
して、源泉項が既知のベクトルに沿って平行移動し、その形状が未知の場合、境界付近の観測デ
ータによって形状を特定する問題について、一意性を証明した。特に階数が 1以下のとき、一つ
の形状を特定できるが、階数が 1以上で 2以下の場合、移動方向が異なる二つの形状を同時に特
定できることを示した（文献[5]）。また、上記 1と類似した反復法に基づく数値スキームを考案
し、収束性を示した。 
 
(3) 非整数階拡散-波動方程式に現れる時間微分回数や拡散係数など複数の未知係数を、部分境
界における一回の観測によって同時に決定する逆問題について、一意性を示した。この問題に対
する従来の方法は無限回の観測を要したが、本研究は境界の入力データを巧妙に選ぶことで解
を時間解析的な成分に分解し、Laplace 変換によって Dirichlet-to-Neumann 写像を構成する十
分な情報量の確保に成功した。この結果は観測回数を極限まで削減し、既存の結果を本質的に改
善した（文献[2]）。 
 
(4) 解の定性的な性質の 1つとして重要な「一意接続性」について、空間 1次元における特殊な
非整数階拡散方程式に限って、データを必要最小限に減らした。非局所性の影響で、先行研究は
余分に境界と部分内部データを仮定したが、本研究は複素解析の手法を駆使して、空間 1点にお
ける Cauchy データによる解の一意性を証明した。さらにその応用として、関連するソース項決
定逆問題のシャープな一意性も示した（文献[4]）。 
 
(5) 上述のソース項決定逆問題のもう 1つの側面として、観測時間の一般化を試みた。従来の文
献では、初期時刻から観測することは一般的であったが、突発的な事故などにおいて現実的では
ない。本研究は方程式の非局所性を逆手に活用し、観測時間を任意の開区間まで緩めても（特に
観測は事故が終わった後に始まっても）、ソース項の空間成分を一意的に決定できることを証明
した。この結果は理論的に新規でありながら、汚染源の特定などの環境問題への応用も期待でき
る。 
 
(6) 時間微分回数を決定する逆問題について、適切な観測データによる一意性の先行研究があ
るが、解の短時間漸近挙動のみを用いて同じ結論を証明し、さらに特殊な条件下で初期値の一意
性も示した。本研究のデータ量と仮定はすべての先行研究より本質的に弱く、微分回数は方程式
に対して支配的であることが示唆された（文献[6]）。 
 
(7) 時間微分回数が 1 と 2 の間にある非整数階波動方程式の解は振動し、最大値原理は成り立
たないが、解の長時間定符号性を証明した。すなわち、解の符号変化は有限であり、時間が十分
経つと定符号になるが、その符号は初期値に依存することを示した。応用として、関連する時間
ソース項決定逆問題の一意性も示した。 
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