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研究成果の概要（和文）：機械学習による乱流モデルの構築の可能性の検証を行った。(1) 乱流モデルにおける
基本物理量であるエネルギー散逸率の時系列をグリッドスケールの情報から予測するニューラルネットワーク
(NN)が構築可能なことを示した。(2) 低レイノルズ数の乱流の時系列データを用いて訓練したNNをより高いレイ
ノルズ数の乱流の時系列データに転移可能であることを示した。これは乱流モデルの構築において本質的であ
り、物理的には乱流の小スケールの統計の普遍性に依る。(3) 乱流の疎結合シェルモデルを用いた実証を行い、
切断波数を普遍領域におき、NNのパラメタを適切に設定すれば、安定かつ高精度なモデル化が可能であることを
示した。

研究成果の概要（英文）：We have conducted a feasibility study for turbulence modeling by using 
machine learning. (1) First, we have shown that we can construct an artificial neural network (NN) 
inferring the time series of energy dissipation rate, which is one of the most important quantities 
in turbulence modeling, from grid-scale information. (2) Next, we have shown that the NN trained 
with the data of turbulence at a relatively low Reynolds number can be transferred to predict the 
time series of turbulent energy dissipation rate at higher Reynolds numbers. Such possibility of 
transfer learning is essential when we apply machine learning to modeling. Note that the small-scale
 universality of turbulence enables us to use this technique. (3) Then, we have demonstrated the 
possibility of stable and accurate modeling for the sparse-coupling shell model of turbulence. More 
concretely, we can construct the model by appropriately setting hyper parameters according to the 
cut-off wavenumber.

研究分野： 流体理工学

キーワード： 乱流　機械学習　乱流モデル　エネルギー散逸率　数値シミュレーション　リザバーコンピューティン
グ　シェルモデル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで流体の運動方程式に基づいた乱流モデルの構築が目指されてきたが、方程式の非線形性がその成功を阻
んできた。一方で、機械学習が多くの分野で成功を収めたことで、乱流モデルへの応用の期待も高まっている。
本研究では、機械学習を乱流モデルへと闇雲に適用するのではなく、我々がもつ乱流の動力学や統計に関する知
見を活かした適用を考えた。実際、乱流のエネルギーカスケードに起因する因果関係や、その普遍性に基づく転
移学習の可能性など、乱流の知見が機械学習の適用においても本質的であることを明らかにした。さらに、乱流
のトイモデルに対するモデル化も実証できた。これらは、今後の関連研究の基盤を与える成果である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

乱流は我々の身のまわりにありふれた現象であり、その予測や制御はさまざまなシステムで必
須である。近年の計算機環境の劇的な改善により、多くの乱流現象が数値的に予測可能となりつ
つある。このとき、しばしば『乱流モデル』が用いられる。つまり、乱流の小スケールの普遍性
に基づいて乱流の小スケールの運動をモデル化することで、計算機資源が限られている場合で
も乱流の大スケールの運動に関する予測が可能となる。 

ところで、従来の乱流モデルでは流体の基礎方程式に基づいた方程式系が用いられてきた。し
かし、基礎方程式の非線形性のために、これらの方程式は何らかの粗い近似のもとに導かれたも
のであり、その数理的な根拠は乏しい。一方で、近年急速に発達している機械学習を適切に利用
することで、基礎方程式の非線形性に起因するこの困難を克服し、これまでにない新しい乱流モ
デルを構築する気運が高まった。 

２．研究の目的 

(1) 乱流モデルを構築するための第一段階は、小スケールの物理量をグリッドスケール（つまり、
乱流モデルを用いた数値シミュレーションで解像している大スケール）の物理量から予測する
ことである。ここでは、小スケールの物理量の代表として、エネルギー散逸率 を考える。これ
は、 が乱流の動力学を考える上で最も基本的な量であるためである。たとえば、『乱流の小スケ
ールの統計は と流体の動粘性係数 で決まる』というコルモゴロフの相似仮説において、 が中
心的な量であることは言うまでもなく、また、代表的な乱流モデルのひとつである － モデル
では、運動エネルギー とその散逸率 から乱流の渦粘性係数を評価する。 － モデルに限らず、
一般に乱流モデルでは、何らかの形でエネルギー散逸率 の動力学をモデル化する必要がある。
多くの場合、テーラーの散逸則と呼ばれるエネルギー散逸率の時間平均値の評価式を流用する
が、平均値に対する式を動力学に用いてよいという根拠はない。 

ところで、乱流はいわゆるエネルギーカスケード現象により維持されると考えられる。この現
象は、外力や平均流により生成された乱流中の大スケールの渦から、エネルギーがより小さなス
ケールの渦へと順繰りに伝達され、やがて最小スケールの渦の運動エネルギーが散逸されて熱
に変換されるというものである。エネルギーカスケード現象の解明自身が乱流の大きな問題の
ひとつであるが、いずれにしても、エネルギーが大スケールから小スケールへと伝わるというこ
とは、乱流の大スケールの情報と小スケールの情報の間には明確な因果関係があることを示唆
する。したがって、これまで困難とされてきた小スケールの物理量をグリッドスケールの情報を
用いて記述することは、原理的には難しくない可能性がある。本研究ではこの点に着目し、大ス
ケールの情報を入力にして小スケールの情報を出力するニューラルネットワーク（NN）が構築
可能であることを示す。 

(2) 機械学習は内挿であると言われる。つまり、一般には、教師データに含まれない情報が入力
された場合に、その予測が破綻する可能性が高い。一方で、乱流のエネルギーカスケード現象に
は普遍性があることが知られる。つまり、乱流のエネルギーカスケードの仕組みは、乱流の駆動
機構やレイノルズ数に依らずに普遍的である。したがって、この普遍性に着目すれば、たとえば、
上述の (1) のエネルギー散逸率の予測に関して、『転移学習』が可能である可能性がある。そこ
で本研究では、あるレイノルズ数の乱流の教師データを用いて訓練した NN をより高いレイノ
ルズ数の乱流の物理量の予測へと転移可能であることを示す。 

実は、転移学習は機械学習による乱流モデルを考える上で本質的である。なぜならば、高いレ
イノルズ数のデータが容易に入手可能であるならば、そもそもモデルは不要だからである。つま
り、低レイノルズ数の乱流に対する豊富な教師データを用いて NN の訓練を行い、これをより
高いレイノルズ数の乱流の物理量の予測に転移することは、乱流モデルの構築のために必須で
ある。 

(3) 最後に、具体的な乱流モデルの構築の実現性を示す。本研究課題を進めるうちに、流体の基
礎方程式（ナビエ・ストークス方程式）に従う乱流に対するモデル化の原理、限界、あるいは性
能を評価するためには、より素朴な非線形力学系における詳細な検討が必須であることが分か
ってきた。つまり、機械学習で用いる NN には多くのハイパーパラメタがあるので、モデルの
成否が乱流の物理に起因する本質的なものなのか、ハイパーパラメタの選択によるものなのか
をはっきりと切り分けることが、極めて重要であることが分かってきた。そこで、本研究では乱
流のトイモデルであるシェルモデルを採用し、これに対して徹底的な検討を行うことで、機械学
習の乱流モデルへの適用可能性を示す。 

３．研究の方法 



前項で述べた 3 つの研究の目的を達成するために、それぞれ、以下の 3 つの研究を計画し、こ
れらを実行した。 

(1) 周期境界条件下の乱流のエネルギー散逸率 の予測を考える。具体的には、まず、あるレイノ
ルズ数における乱流の直接数値シミュレーションを実行し、乱流の運動エネルギーの空間平均
値 ( )とエネルギー散逸率の空間平均値 ( )の十分に長い時系列を得る。一般に、前者は乱流中
の最大スケールの渦により決まるので計測が容易であり、また、乱流モデルを用いた数値シミュ
レーションでも解像しているスケールの情報からこれを評価可能である。一方で、後者は乱流中
の最小スケールの渦により決まるので、乱流モデルではこれを解像しているスケールの情報か
ら予測する必要がある。そこで機械学習による乱流モデルの構築の可能性を検証するために、得
られた時系列を教師データとして NN を訓練し、 ( )から ( )の予測が可能であることを示す。 

研究の目的でも述べたように、エネルギーカスケード現象により、後者は前者に追従して時間
発展するので、前者から後者を予測する NN を構築することは難しくないはずである。ここで
は、このことを数値的に示すために、NN としてリザバーコンピューティング（RC）と呼ばれ
るリカレントニューラルネットワーク（RNN）を用いる。RNN は時系列予測に長けており、ま
た、RC はその学習が容易であるという特長がある。 

(2) (1)で構築したエネルギー散逸率を予測する RC が転移可能であることを示す。具体的には、
低レイノルズ数（典型的には、空間解像度 323 の極めて小規模な直接数値シミュレーションで
実現できるレイノルズ数、テーラー長レイノルズ数で 30 程度）の長時間時系列を教師データと
し、これを用いて RC を訓練する。(1) で示したように、この RC はこのレイノルズ数の乱流の
エネルギー散逸率をよく予測する。 

まず、この RC をそのままより高いレイノルズ数の乱流のエネルギー散逸率の予測に用いる
ことができることを示す。次に、『転移率』という概念を導入し、高いレイノルズ数の乱流の数
値シミュレーションに得られた情報を部分的に教師データとして用いることで、単純に低いレ
イノルズ数で訓練した RC を転移するよりも、その予測精度が向上することを示す。 

(3) 機械学習による乱流モデルの構築の可能性を示すために、疎結合シェルモデル（Sparse-
Coupling Shell Model、以下では SCSM と略す）と呼ばれる乱流のトイモデルに対するモデル
化を検証する。シェルモデルではℓ (= 1, 2,⋯ , ) を自然数として、2ℓと2ℓ の間の大きさの波数
をもつモードを一括りにして『シェル』と呼ぶ。つまり、各シェルはある波数帯（つまり、ある
スケール帯）を代表する。さらに、乱流のエネルギーカスケードがスケール局所に起こることを
想定し、シェルモデルでは隣接するシェルどうしのみが相互作用をする。この特性により SCSM
に対する乱流モデルは、ナビエ・ストークス方程式のモデル化に比べて容易である。この利点を
利用し、SCSM の機械学習によるモデル化を行い、その可能性を検証する。 

SCSM に対するモデル化の具体的な手続き
は以下の通りである。シェルの番号をℓ (=
1, 2,⋯ , )としたとき、ℓ = 1が最低波数（最大
スケール）のシェル、ℓ =  が最大波数（最
小スケール）のシェルに対応する。乱流モデル
の目的は、ある切断波数（SCSM では切断シ
ェル番号 ℓ ）よりも低波数（大きなスケール）
のみで閉じたモデルを作ることである。
SCSM では、ℓ番目のシェルのモードは、ℓ ±
1 のシェルのモードとのみ相互作用するの
で、ℓ = 1, 2,⋯ , ℓ で閉じたモデルを構築する
ためには、これらの解像スケールの情報から
ℓ + 1のモードを予測すればよい。したがっ
て、NN（ここでも、RC を用いる）を用いて
この予測を実現し、予測したℓ + 1番目のシェ
ルの情報と元の支配方程式を組み合わせるこ
とで、ℓ = 1, 2,⋯ , ℓ のモードだけで閉じたモ
デルが完成する。 

４．研究成果 

(1) 周期境界条件下の乱流の空間平均運動エ
ネルギー ( )とその散逸率 ( )の時系列を図
１(a) および図１(b)に示す。これらの図で、時
刻は乱流の積分時間 で規格化して示した。そ
れぞれの時系列は時間的に大きく変動する

 

図１ 周期境界条件下の乱流の(a)運動エネ
ルギー ( )と(b)エネルギー散逸率 ( )の空
間平均の時系列。(c)はそれぞれの平均値と
標準偏差で正規化した時系列。 ( )が ( ) 
に追従して時間発展することが分かる。 



が、そのふるまいは準周期的であり特
徴的な周期（およそ20 ）をもつこと
が分かる。また、 ( )と ( )の時系列
を重ねて示す（図１(c)）と、 ( )の時
系列は、 ( )の時系列におよそ積分時
間の 2 から 3 倍ほどの時間だけ遅れ
て追従することが分かる。ここで、( )
および ( )が、それぞれ小スケールお
よび大スケールの流れ構造の活発度
に対応することを思い出せば、この時
間遅れがエネルギーカスケードによ
るものであることが分かる。 

そこで、ある時刻 の運動エネルギ
ー ( )を入力として、同時刻のエネル
ギー散逸率 ( )を出力とする RC を十分に長い教師データを用いて訓練し、教師データに含まれ
ない時系帯におけるエネルギー散逸率の予測を行った結果を図２に示す。かなり良好な予測が
行えていることが確かめられる。 

(2) 上で訓練したRCを他のレイノル
ズ数へと転移した結果を図３に示
す。つまり、低レイノルズ数（ ≈
35）の豊富な教師データを用いて訓
練した RC を、より高いレイノルズ
数（ ≈ 120, 280, 750）の乱流の運動
エネルギーの空間平均値を入力とし
て、そのエネルギー散逸率の空間平
均値の予測に用いた結果を示す。と
くに、図３(c)は、ここで検討した最も
大きなレイノルズ数（ ≈ 750）に対
する結果であり、真値は解像度が
20483 の直接数値シミュレーション
で得られたものである。つまり、直接
数値シミュレーションが容易ではな
いような高いレイノルズ数の乱流で
あっても、転移学習を用いることで、
小スケールの物理量の予測が可能で
あることが分かった。このことは、機
械学習を用いた乱流モデル構築の可
能性を考える上で極めて重要な結果
である。 

さらに、本研究では転移率という
概念を導入する。つまり、目的系（上
の例であれば、より高いレイノルズ
数の系）において教師データが少量
でも得られている場合に、これを用
いることで NN の能力を高められる
かを検討する。具体的には、転移率 が 0 の場合は、転移を全く行わず目的系において通常の学
習を行うことを意味する。一方で、転移率 → ∞は目的系の教師データが全く得られない場合に
相当し、素朴に転移学習を行うことを意味する。当然ながら、目的系における教師データが十分
にある場合には = 0とすることで誤差は小さくなる。文献①の FIG. 4 は転移率 と予測誤差の
関係を示す。図３の結果からも予想される通り、 ≫ 1としても良好な予測が可能であることと、
最適な の値は比較的大きいことが分かる。これは乱流のエネルギーカスケード現象がレイノル
ズ数に弱くしか依存しないことによると理解できる。 

なお、文献①では、ローレンツ系を用いた転移学習に対する結果も示した。さらに、予備的で
はあるが、乱流のエネルギー散逸率の空間分布の予測に対しても(1)(2)に関する結果を得ており、
近く投稿論文にまとめる計画である。 

(3) 以上の結果により、乱流のエネルギーカスケード現象に着目すれば、乱流モデルが構築可能
であることが強く示唆された。次の段階は、実際のモデルを構築し、その性能を評価することに
なる。我々はこれを目指してナビエ・ストークス方程式に支配される乱流のモデル構築を試みた
が、例えばモデル化が失敗した場合に、それが乱流の動力学による問題によるのか、あるいは、

 

図２ 周期境界条件下の乱流（ ≈ 35）のエネルギ
ー散逸率 ( )の空間平均の時系列の NN による予
測（黒線）。青線が真値を表す。極めてよい精度で
予測ができていることが分かる。 

 
図３ 周期境界条件下の乱流（ ≈ 30）の時系列デ
ータを教師データとして訓練した RC をより高い
レイノルズ数（(a) ≈ 120  、(b) 280、(c) 750）
の乱流のエネルギー散逸率 ( )の空間平均の予測
（灰色の線）に転移した結果。青線が真値を表す。
レイノルズ数が大きく異なっても転移学習が可能
であることが分かる。 



NN のハイパーパラメタの設定の問題なのかを切り分けることが難しいと感じた。そこで、研究
の方法(3)で述べた通り、乱流のトイモデルである SCSM に対するモデルの構築を行い、その性
能を調べた。 

乱流モデルは、ある切断波数以下
のモードのみで閉じたモデルであ
る。したがって、SCSM に対するモ
デルは、ある切断シェル番号ℓ 以下
のシェル番号に属するモードのみで
モデルを構築する。まず、切断シェル
番号ℓ に対応する切断波数を慣性領
域に置くか、粘性領域に置くかでモ
デル化の難易度が大きく異なること
が分かった。後者の場合の方がモデ
ル化は容易である。とくに、切断シェ
ル番号に対応する切断波数がコルモ
ゴロフ波数の 0.2 倍程度よりも大き
い場合には、とくに NN のハイパー
パラメタの調整を行わなくても、シ
ェル番号ℓ + 1のモードの予測さえ
できていれば、乱流モデルの構築が
可能となる。このことは、このような
高波数域に切断波数を置くと、モデ
ル化される高波数のモードが解像さ
れている低波数のモードに隷属的に
なる（文献②および③を参照）ためで
あると理解できる。 

しかし、本来、切断波数は乱流の普
遍領域内であれば任意に選べるはず
である。本研究によれば、切断波数を
慣性領域に置いた場合に精度がよく
かつ安定なモデルを構築するために
は、シェル番号ℓ + 1のモードの予測
精度を高めることに加えて、その予
測の際の正則化パラメタ の選択が
重要であることが分かった。図４に
は、切断シェル番号をℓ = 12（粘性
領域）とした場合とℓ = 6（慣性領域）とした場合に、構築したモデルにより得られた最低波数
のモード ( )の確率密度関数 ( ) および、 ( )の二時刻自己相関関数 ( )を示した。いずれの
切断シェル番号の場合であっても、正則化パラメタを適切に設定（ここでは、 = 10 とした）
することで極めてよい精度でモデル化が可能であることが確かめられる。このことは、確かに機
械学習により乱流モデルの構築が可能であることを強く示唆する。現在、系統的なパラメタサー
ベイを行い、適切な正則化パラメタ の選択方法を整理しており、近日中に論文を投稿する。も
ちろん、ここで得られた知見を基にして、今後はナビエ・ストークス方程式に支配される乱流の
モデル化の可能性検証を進める計画である。 
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図４ SCSM のモデル化の性能評価。最低波数（最
大スケール）のモードの (a) 確率密度関数および、
(b) 二時刻自己相関関数（横軸はこのモードの特徴
時間 で規格化している）。モデルによる得られた
時系列から評価した値を赤線（ℓ = 6、慣性領域）
および、青線（ℓ = 12、粘性領域）で示す。黒線が
真値を表す。ここでは、正則化パラメタを = 10
としたが、ℓ = 12の場合には = 0 としてもモデ
ルの性能は変わらない。 
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