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研究成果の概要（和文）：異方的性質を示す圧縮性流体，liquid crystalについての研究を行った．
Ericksen-Leslie systemは流体の方程式に加えて，流速と棒状分子の配向方向との非線形相互作用の影響を考慮
した方程式系である．本研究では非等温状態で，ある種の簡易化を施されたEricksen-Leslie systemの無限層状
領域上での解の存在と減衰評価及び，漸近挙動を導出した．静止定常解周りの摂動が時間無限大で減衰していく
際に，主要部として低周波部分が現れ，その減衰のオーダーは2次元熱核と同等のものであるということが分か
った．

研究成果の概要（英文）：I studied about liquid crystals which have the property of being 
anisotropic. Ericksen-Leslie system couples the Navier-Stokes equations governing the fluid velocity
 with direction equation governing the motion of orientation of rod-like particles. I proved the 
existence of global strong solutions, its decay rates and the asymptotic behavior for non-isothermal
 simplified Ericksen-Leslie system in infinite layer. It turns out that the low-frequency part of 
the solution decays like a 2-dimensional heat kernel. We can also see that the low-frequency part 
appears in the asymptotic reading part of the solution which is affected by nonlinear terms as time 
goes to infinity. 

研究分野： 数学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
Ericksen-Leslie systemは液晶の流れを記述する方程式であり，流体の運動や，細長い棒状分子の向きや曲げ伸
ばしの影響も考慮されている．そのため豊富な非線形相互作用を観察することができ，学術的価値がある．液晶
は温度によってその様相を変化させるが，非等温下での解析を行った結果は少ない．温度を変数として加えた方
程式の解析は物理学，工学にも寄与するものと考えられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 
圧縮性 Navier-Stokes 方程式は，準線形双曲-放物型方程式に分類され，双曲型の側面により

現れる波の伝播と，放物型の側面により現れる粘性拡散との相互作用によって，興味深い解の挙
動が見られる．反応拡散方程式をはじめとする放物型方程式系に対しては，活発な研究が行われ，
中心多様体理論や解析的半群理論などに基づいた有効な数学理論が整備されている．半線形放
物型方程式である非圧縮 Navier-Stokes 方程式に関しても，反応拡散系における数学理論があ
る程度適用できることが分かっており，例えば熱対流問題における時空周期パターンや回転流
体系に見られる渦パターンなどの解析が行われている． 
一方で圧縮性 Navier-Stokes 方程式は，散逸構造を持っているが，準線形双曲-放物型方程式

に分類される方程式である．静止状態の周りの解の挙動に対しては，線形化作用素が解析的半群
になるといった放物型方程式に近い性質により，詳細な解析が可能である．ところが，時空非一
様な流れが現れる場合には，方程式の持つ双曲型の影響が強くなり，放物型方程式系において有
効であった理論が適用できない．こうした背景のもと，双曲-放物型方程式系に対する解析手法
の開発と，その数理構造の解明が望まれている． 
 

 
２．研究の目的 
 
本研究の主目的は，流体力学の基礎方程式である圧縮性 Navier-Stokes 方程式を始めとする

準線形双曲-放物型方程式系におけるパターンダイナミクスの数理構造の解明とその解析手法の
確立であった． 

圧縮性 Navier-Stokes 方程式に含まれるマッハ数と呼ばれるパラメータをゼロとすると，そ
の極限として非圧縮 Navier-Stokes 方程式が得られることから，マッハ数が小さい場合は圧縮
性 Navier-Stokes 方程式の解のダイナミクスは非圧縮 Navier-Stokes 方程式の解のダイナミク
スに近いのではないかと期待される．しかし，それを数学的に証明することは難しい問題である．
非圧縮 Navier-Stokes 方程式に対するパターンダイナミクスの解析においては，線形化作用素
のスペクトル解析が一つの鍵となるが，マッハ数をゼロとする極限は特異極限であるため，たと
えマッハ数が十分小さい場合でもスペクトルが似通った性質を持つとは簡単には結論できない．
実際，圧縮性 Navier-Stokes 方程式においては，虚軸近傍に非圧縮のものとは異なるスペクトル
が現れ，これはマッハ数が十分小さい場合にも消えずに残り続ける． これにより，非圧縮
Navier-Stokes 方程式の場合よりも解のダイ
ナミクスはさらに多様で豊富なものになると
予想され，その解明は非常に興味深い． 
パターン形成の現象として古くから研究が

行われている例としてテイラー問題が挙げら
れる．パラメータを変化させると回転によっ
て引き起こされる回転層流 (Couette流)が不
安定となり，円筒の軸方向に周期的に並んだ
渦パターン（Taylor 渦）が見られる．熱対流
問題においても同様にある種のパラメータの
変化に伴い，静止状態から時空周期構造を持
った対流パターンが形成される．このような
現象は，乱流への遷移やパターン形成の典型
例として興味を持たれ，その数学解析は非圧
縮 Navier-Stokes 方程式を用いて行われてき
た．解析的半群理論や中心多様体理論等を駆
使して，分岐時空周期パターンのまわりの解のダイナミクスの数理構造が詳細に調べられ，数学
理論が構築されている([S, D-S-S-S]). 
圧縮性 Navier-Stokes 方程式の場合は，熱対流周期パターンの分岐や平行流からの時空周期

進行波解の分岐が知られているが([N-P-T, K-N])，それらは線形化作用素のスペクトルに対す
るある種の仮定の下での結果であり，分岐周期パターンのまわりのダイナミクスの詳細は全く
分かっていない． 
 
３．研究の方法 
  
半線形双曲-放物型方程式系である人工圧縮方程式系に対して行った解析を，準線形双曲-放

物型方程式系である圧縮性 Navier-Stokes 方程式に対して拡張し，圧縮性 Taylor 渦まわりの解



のダイナミクスの詳細を明らかにする．非圧縮性 Taylor 渦の場合は，次のことが知られている．
円柱の軸方向を x軸にとったとき，x=+∞,-∞で異なる周期を持つ 2 つの周期パターンをつなぐ
解が存在し，そのつなぎ目は欠陥と呼ばれる界面を形成し，欠陥のダイナミクスは粘性 Burgers
方程式で記述される．このことをマッハ数が小さい場合にまず人工圧縮方程式系に対する解析
を試み，それに基づいて圧縮性 Navier-Stokes 方程式へと拡張を図る． 
 
４．研究成果 
 
 連結型進行波解の解析の前段階として，3 次元無限層状領域における簡易化された Ericksen-
Leslie モデルの解の漸近挙動について考察を行った． Ericksen-Leslie モデルは nematic 液晶
の流れを記述する方程式であり，流体の運動を記述する Navier-Stokes 方程式と，棒状分子の向
いている方向を表す方程式を組み合わせた形をしている．流れに加えて，細長い棒状分子の向き
や曲げ伸ばしの影響も考慮されているため，豊富な非線形相互作用を観察することができる．非
圧縮かつ等温状態での nematic 液晶の解の挙動についてはこれまでに数多くの研究がなされて
きた（[L, L-L]）．液晶は温度によってその様相を変化させるが，非等温下での解析を行った結
果は少ない．本研究では，温度を変数として加え，非等温状態での解析を行った．まず，十分小
さな初期値に対する時間大域解の存在を証明した．次に，静止定常解まわりの摂動についての考
察を行った．静止定常解まわりの線形化作用素のスペクトル解析を行った結果，低周波部分は原
点近傍の（半）単純固有値に対する固有ベクトルによって構成されることが分かった．また低周
波部分は 2 次元熱方程式の解と同様のオーダーで時間減衰し，時間無限大で漸近的主要部とし
て現れることを示した． 
 例えば，水平方向を x 軸に取ったとき，x=+∞と-∞で分子の向きが異なっているというような
境界条件を想定すると，2 種類の分子配向をつなぐ解が存在すると考えられ，その解の漸近挙動
を調べることで，連結型進行波解の解析の足掛かりになると期待できる． 
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