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研究成果の概要（和文）：シュレディンガー方程式のスペクトル理論、散乱理論、また偏微分方程式としての解の構造
について、関数解析、超局所解析、実解析、確率論などの手法を用いて研究を行い、1.シュレディンガー方程式の解の
超局所特異性、2.多様体上のシュレディンガー方程式のスペクトル・散乱理論、3.電磁場中の多体粒子の散乱理論、4.
シュレディンガー方程式の半古典極限、5.ランダムシュレディンガー作用素と電荷輸送の理論、等を含む研究成果を得
た。研究成果は、現在も継続中のものを除いて、現時点までに39編の論文として出版された（印刷中を含む）。

研究成果の概要（英文）：We have investigated the spectral theory, scattering theory and the structure of s
olutions for Schrodinger equations, using the functional analysis, microlocal analysis, real analysis and 
probability theory methods. The research results include results on: 1. Microlocal singularities for solut
ions of Schrodinger equations, 2. Scattering theory for Schrodinger operators on manifolds, 3. Scattering 
theory for multi-particles in electric/magnetic fields, 4. Semiclassical analysis for Schrodinger equation
s, 5. Random Schrodinger equations and charge transport. These results are published as 39 publications (i
ncluding in press, at present), and several projects are still in progress. 
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１．研究開始当初の背景 
 
シュレディンガー方程式の数学的構造の研
究は、１９３０年代のフォン・ノイマンの先
駆的研究、１９４０年代の加藤敏夫の開拓し
た関数解析的手法に遡る、長い歴史を持つ高
度に発達した研究分野である。一方、量子力
学という全ての物理現象の基礎方程式であ
るだけに、シュレディンガー方程式の数学的
構造は広く深い研究分野であり、また多くの
関連分野と連携して発展しつつある分野で
もある。特に 1980 年代からは、偏微分方程
式のおける超局所解析の手法や、確率論点的
な視点からの物性理論の問題の研究などが
盛んになり、量子カオスの研究などにも結び
ついて研究が発展しつつある。 
 
２．研究の目的 
 
シュレディンガー方程式の数学的構造、特に
スペクトルや散乱理論、解の特異性などの偏
微分方程式的な構造の研究の広い範囲を研
究対象としている。具体的には、以下のよう
な課題を研究するのが目的である： 
 
①. シュレディンガー方程式の解の特異性

の研究 
②. 多様体上のシュレディンガー方程式の

スペクトル・散乱理論 
③. 電磁場中の多体粒子の散乱理論 
④. シュレディンガー方程式の半古典極限 
⑤. ランダム・シュレディンガー作用素と電

荷輸送の理論 
その他にも、研究の進行に応じて、適宜シュ
レディンガー方程式の構造、それに関連する
数学的理論に関する研究を積極的に開拓し
て行く計画である。 
 
３．研究の方法 
 
数学の研究計画においては、大規模な装置な
どは必要でなく、また研究の進行に於いては、
新たなアイデアの開拓が本質的に重要であ
る。したがって、研究費の使途としては、一
般的な研究環境の整備から出発して、関連研
究者の招聘、研究発表のための国内外の出張、
研究会の開催などが大半を占める。各年度に
平均して８件程度の海外出張旅費の支出、８
件程度の外国人研究者の招聘、２件前後の国
際研究集会を開催し、そのほかにも各年度１
件程度の若手研究者のためのスクール形式
の研究会、また関連研究会の国内旅費、海外
研究者招へいの補助などを行った。 
 
４．研究成果 
 
研究目的の項の内容に沿って、5.の発表論文
を引用して研究成果の概要について説明す
る。 
①. シュレディンガー方手式の解の特異性

（論文 1. 2. 4. 5. 6. 9. 10. 17.）シ
ュレディンガー方程式は、特異性に関し
て無限大の伝播速度を持ち、波動方程式
のような古典的偏微分方程式に類似の
（超局所的）特異性の伝播定理を得るこ
とは出来ない。それは、高エネルギーに
おいては対応する粒子の運動が高速に
なり、長時間の運動をすることと等価で
ある、という点に着目して、古典力学の
散乱理論の手法を用いて、シュレディン
ガー方程式の解の特異性を決定する事
が出来ることを示した。 
論文 1.においては、ユークリッド空間
上の短距離摂動を持つ場合に基礎的手
法を確立し、論文 2.においては、それ
を長距離型摂動の場合に（長距離型散乱
理論で用いられるフーリエ積分作用素
を用いた変型子の手法を組み合わせて）
拡張した。また、論文 17.においては、
特に弱い長距離型の摂動に関しては、変
型子を具体的に書き下し、精密な記述が
可能であることを示した。 
論文 5. 9.においては、上記の特異性の
特徴付けが、解析的特異性に関しても可
能であることを、Sjöstrandの超局所的
解析性の理論と組み合わせて明らかに
した。 
一方、散乱多様体と呼ばれる漸近的に錐
状の構造を持つリーマン多様体上のシ
ュレディンガー方程式についても、解の
特異性の特徴付けが可能であることを、
論文 6.において証明した。 
さらに論文 10.においては、これらの理
論で構築した理論を精密化して、変数係
数のシュレディンガー方程式の基本解
の構成を与えた。 
更に別のモデルとして、摂動された調和
振動子についても、同様に散乱理論を用
いて特異性の伝播が記述できることを、
論文 4.では論じた。 

②. 多様体上のシュレディンガー方程式の
スペクトル・散乱理論（論文 7. 15.） 
散乱多様体と呼ばれる、漸近的に錐状の
構造をもつリーマン多様体においては、
定常的な散乱理論が構成できることを
R. Melrose らが示し、その上に（特殊
な）超局所解析の理論が構築されている。
これは、通常の散乱理論と大きく異なる
手法を用いているが、実は通常の、時間
発展から導かれる散乱理論が散乱多様
体上で構成され、自然に、しかもより簡
明に Melrose らの理論が拡張されるこ
とを示した。 
論文 7.においては、散乱多様体上の基
本的な散乱理論の枠組みを、関数解析の
手法を用いて構築し、漸近完全性、散乱
行列の構成を行った。 
論文 15.においては、上掲論文の枠組み
の上で Hörmander流の（通常の）超局所
解析を用いて、散乱行列がフーリエ積分



作用素であるという Melrose-Zworski
の定理の拡張を証明した。 

③. 電磁場中の多体粒子の散乱理論（論文 
29. 30. 31. 32. 33） 
量子力学的な多体粒子のスペクトル、散
乱理論はそれ自体高度な理論であるが、
外的な電場、磁場がある場合には、更に
未開拓な分野である。論文 29. 31.にお
いては、時間に依存する電場中の多体粒
子の散乱理論を構築した。 
論文 32.においては、外的な電場、磁場
の両方がある場合のシュレディンガー
方程式の構造を研究した。 
論文 30. 33 においては、時間に依存す
る電場中の粒子に関する散乱逆問題を
考察している。 

④. シュレディンガー方程式の半古典極限
（論文 16. 34. 35. 36. 37. 38. 39.） 
シュレディンガー方程器と対応する古
典力学系のあいだの関係は、量子力学の
数学的理論において基礎的な重要性が
あり、多くの研究がなされているのみな
らず、上記の項目①においても、半古典
極限の手法が本質的に用いられている。 
論文 34.〜39.においては、古典力学系が
双曲的な停留点を持つようないくつか
の場合について、量子力学的共鳴、散乱
振幅、超局所解の伝播、などについての
解析を行っている。 
また、論文 16.においては、散乱行列の
スペクトルと量子力学的共鳴のあいだ
の関係について解析をしている。具体的
には、量子力学的共鳴の近くで、半古典
極限において、散乱行列の固有値は（ひ
とつだけ）１回転することが示された。 

⑤. ランダム・シュレディンガー作用素と電
荷輸送の理論（論文 3. 8. 11. 12. 13. 19. 
27. 28.） 
ランダム・シュレディンガー作用素につ
いては膨大な研究成果があるが、ランダ
ムな摂動が単調（低符号）でない場合に
ついては、極めて限られた解析しか出来
ていない。論文 3. 8.においては、ユー
クリッド空間上の非定符号の局所ポテ
ンシャルを持つアンダーソン・モデルに
ついて初めてリフシッツ特異性を証明
し、それを用いていくつかの場合にアン
ダーソン局在を導いた。また，論文 11. 
13.においては、異なる非定符号摂動の
モデルであるランダム・ディスプレイス
メント・モデルについてリフシッツ特異
性、ウェグナー評価を証明し、アンダー
ソン局在を導いた。 
論文 12.においては、いくつかのランダ
ム・モデルについて、（特定の領域で）
状態密度が解析的であることを証明し
た。 
論文 27. 28.においては、現在ランダ
ム・シュレディンガー作用素の研究の中
心的な話題となっている、固有値の間隔

統計について、ランダム・ポテンシャル
が漸近的に減衰する場合、ガウシアン・
ベータ統計に従う場合、それぞれについ
て解析している。 

⑥. その他の話題（論文 14. 18. 20. 21. 22. 
23. 24. 25. 26.） 
論文 14. 18.は、シュレディンガー作用
素の散乱理論に関わる研究成果である。
論文 14.においては、物性理論で用いら
れる電荷欠乏(charge deficiency)が収
束することを厳密に証明し、散乱理論の
スペクトル・シフト関数と同等であるこ
とを示した。論文 18.においては、特異
性を持つ長距離型の摂動について、ムー
レの理論が簡明に適用できることを、離
散作用素の発想を用いて明らかにした。
論文 20.〜26.は、量子力学と関係のあ
る、タイリングの理論についての研究成
果である。 
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