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研究成果の概要（和文）： 
非可換類体論の研究を幾何的視点を含む多方面から行っている。	 
リジッド幾何学の基礎付けについては加藤と共に O.	 Gabber	 (IHES)	 を交えた国際共同研究が
発展した。この共同研究により、（非ネーター性を許す）可換環の完備化について新たな知見を
得た。結果として以前得られていた枠組みを若干広げた部分で基礎が確立することになり、よ
り柔軟な道具を提供することが可能となった。また,	 リジッド幾何学には類似の理論として	 R.	 
Huber	 の	 adic	 space	 の理論、	 V.	 Berkovich	 の	 Berkovich	 space	 の理論があるが、三つの理
論の関係が極めて明快な形で説明することができるようになった。	 
非可換類体論ではガロア表現の変形理論	 (Galois	 deformation	 theory)を直接数論に応用する、
という先行研究にない新たな知見が得られている。研究代表者は以前より総実代数体に対する
二次拡大の相対類数の奇素数 p による非可除性（indivisibility）をその最初の例として取り上げ
て来たが、応用上十分な一般性を以て解決した。分担者である高井はこの様な二次拡大の数を
具体的に下から評価する研究をしており、	 有理数体の	 Galois	 拡大で	 p	 が大の時、評価を得
た。	 
 
研究成果の概要（英文）： 
Non-abelian class field theory is studied from various aspects, including a geometric 
viewpoint. As for foundations of rigid geometry, a joint research with F. Kato and O 
Gabber (IHES) went on based on international collaboration, yielding results on the 
Hausdorff completions of commutative rings. As a result of this research, the 
foundation of rigid geometry is now established in a more general framework, giving 
more flexibility in applications. We have also obtained a clear explanation of the 
relationships between the notion of R. Huber’s adic spaces and V. Berkovich’s 
Berkovich spaces. 
As part of non-abelian class field theory, we provide a new viewpoint that the 
deformation theory of Galois representations (Galois deformation theory) can be 
applied directly to number-theoretical problems. The author has studied the 
indivisibility of relative class numbers of quadratic extensions by a prime number p as 
a first example. This is established in general. Our collaborator Y. Takai gave a lower 
bound estimate for the number of such quadratic extensions, when the field is Galois 
over the rationals and p is sufficiently large.   
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１．研究開始当初の背景 
 
研究代表者は従来より非可換類体論に関連す
る研究を行ってきた。その中でも主な成果と
して、以下の二つの研究が挙げられる: 
 
・Lefschetz跡公式についての Deligne 予想の
解決 
・非可換類体論と志村多様体との関係の基本
的な枠組みの公理化  (Taylor-Wiles 系) に
ついての研究 
 
この研究ではこの流れに沿い、非可換類体論
を国際的視野のもとで行うことを目指す。 
	 非可換類体論は歴史が長く、難しい分野で
あるが、世界的に研究者は多く、谷山豊、志
村五郎などの世代を契機に日本人研究者によ
る貢献も大きい。研究代表者の数論幾何学に
おける研究 (特に Deligne 予想の解決)は、モ
デル理論、有限 Chevalley 群の表現論など、
数学一般で幅広く使われるが、特に整数論に
おける非可換類体論で際だった役割を演じて
おり、M. Harris-R. Taylor による局所ラングラ
ンズ予想の証明、L. Lafforgue による関数体の 
ラングランズ予想の証明の鍵となっている。
既に述べたTaylor-Wiles系の公理化とその応用、
また geometric Jacquet-Langlands correspondence 
と保型形式の補間との関係も大きな影響を与
えており、研究代表者の 2006 年のスペイン
での国際数学者会議での講演（Galois 
deformations and arithmetic geometry of Shimura 
varieties, 数論分野）を通し国際的に認知され
るところとなっている。この研究計画を推し
進める事で非可換類体論での日本の世界的な
presence を高めることを目指す。 
 
２．研究の目的 
	  
本研究の目的は、整数論における基本的な思
想である非可換類体論の基礎理論と応用を発
展させることにある。 
非可換類体論とは、高木貞治-E. Artin による
古典的類体論をその雛形とするものであり、 
 
・ 代数的、幾何学的に定義された対象（ガロ
ア表現 ρ）  

・ 保型形式という非常に大きな（離散的な）
対称性を持つ関数(アデール群の表現 π)  

 
の二つの間に対応 (ラングランズ対応)がつ
くという部分を大きな軸としている。とく
に本研究では、非可換類体論の持つ二つの
側面 
 

・非可換類体論自身の基礎研究 
・ 非可換類体論の数論への応用 
 
について成果をあげることを目標とする。 
特に,  
 
・幾何学的ジャッケ-ラングランズ対応、リジ
ッド幾何学との関連 
・類数の非可除性などの古典的な問題 
 
への応用を明らかにしたい。 
 
幾何学的ジャッケ-ラングランズ対応とは 
	  
• 志村多様体の標数 p での構造をみること
により互いに inner twist になっている代数群 
G、 G′ の表現の間にℓ-進コホモロジー群をつ
かって直接対応がつけられる (ただし ℓ と 
p は異なる) 
 
というものである。これは従来 Arthur-Selberg 
跡公式を使う方法で導かれていたものである
が、より直接的な対応を与え、とくに（肥田
晴三 (UCLA)、E. Urban (Columbia)、M. Emerton 
(North western) 等の）保型形式のℓ-進補間を調
べる重要な道具となる。現在、符号(1, n) のユ
ニタリ群を含むいくつかのケースにおいて対
応が知られているが、研究代表者はさらに次
の重要な事実に注目している: 
 
• 標数 p の志村多様体 (または p-進解析的
実現) は連接層から上記のものと質的に異な
る対応を与え、(B. Gross (Harvard) 等による) 
mod p-保型形式の間の極めて非自明な対応を
与える (mod p ジャッケ-ラングランズ対応) 
 
つまり、ジャッケ-ラングランズ対応のmod p 
版を幾何学的に定式化することができ、保型
形式間の通常では非自明なmod p 合同式を与
える。これを「幾何学的ラングランズ対応と
保型形式の p-進補間の理論」の萌芽ととらえ、 
加藤文元（熊本大学）と行っているリジッド



幾何学の基礎理論の具体例として位置づける
ことを目標とする。 
古典的な代数的整数論への応用については。
例えば、総実代数体と奇素数 p を固定した時、
相対類数が p で割れない CM 二次拡大の存
在を示す問題 (indivisibility of relative class 
numbers) は古典的な問題で多くの結果が知ら
れているが、まだ完全な解決には至っていな
い。研究代表者は跡公式と非可換類体論を組
み合わせた新たなアプローチを発見し、研究
を進めている。これに関連した問題としては
総実代数体の p-進 regulator のnon-vanishing 
（Leopoldt 予想） などもあり研究を進めてい
きたい。このような非可換類体論の応用は過
去に例がない、非常にoriginality の高い研究で
あると考えており、大きな目標としている.  
 
３．研究の方法 
国内外との研究者と連携・分担し, 共同研究
を通しながら進めたい。 
申請者は普段から国内、国外における幅広い
研究協力体制をとっている。この計画でも、
協力体制のサポートに多くのリソースを割り
当てられる。 
まず、役割分担についてであるが、加藤（熊
本大学）とのリジッド幾何学の基礎付けの仕
事は研究手段として有効と考えられるので、
分担者として加わる。高井（東京大学）は 
indivisibility の問題を研究代表者と別角度
でとらえ、分担者として視点を提供する。こ
のように、志村多様体に関し具体的な結果を
出すには一般論を効果的に用いることが非常
に有効であり、ガイサ、ヘッセルホルト（名
古屋大学）に適宜分担者として協力する。 
同様に斉藤毅（東京大学）は数論的スキーム
上の分岐理論、の専門家として、斉藤秀司（東
京大学）は代数サイクル、Hodge 理論の専門
家として連携研究者として視点を提供する。 
金銅誠之（名古屋大学）はユニタリ志村多様
体の具体例に詳しく、現在までも様々な具体
例を提供してくれている。近年特に進歩があ
ったfake projective plane もユニタリ志村多様
体の例であり、これら具体例の代数幾何学的 
小林真一（東北大学）は p-進的手法、特に p-
進補間に強く、保型形式を p-進補間する際の
技術を連携研究者として提供する。 
藤原はこれらを非可換類体論の観点から総

括する。 
	 
４．研究成果	 
	 
非可換類体論の研究を幾何的視点を含む多
方面から行った。	 
リジッド幾何学の基礎付けについては基礎
理論としての進展があった。特に加藤と共に、
O.	 Gabber	 (IHES)	 を交えた国際共同研究が
発展し,	 共著論文 Gabber-Fujiwara—Kato	 が

完成、発表されている。この共同研究により、
（非ネーター性を許す）可換環の完備化につ
いて新たな知見を得た。より具体的には,	 完
備な環を定義する定義イデアルが有限生成,	 	 
かつ	 Spectrum	 上での補集合に対しネータ
ー性を仮定するだけで多くの結果が拡張さ
れ、以前得られていた枠組みを広げた部分で
基礎が確立することになった。この拡張によ
り関手性が増し、より柔軟な道具を提供する
ことが可能となった。また,	 リジッド幾何学
には類似の理論として	 R.	 Huber	 の	 adic	 
space	 の理論、	 V.	 Berkovich	 の	 Berkovich	 
space	 の理論があり、重要部分は一致するも
のの、三つの理論の関係が極めて明快な形で
は説明されてはこなかった。この部分も我々
の理論で明確に説明することができるよう
になった。とくに	 Berkovich	 型の空間との
関連を	 連接空間に対する Stone	 の表現定理
を拡張することによって確立することがで
きた。これらのリジッド幾何学における研究
については国際研究集会での招待講演でも
解説を行い	 ([3]、[5])	 公表に努めている。	 
	 
非可換類体論ではガロア表現の変形理論	 
(deformation	 theory)を直接数論に応用する、
という先行研究にない新たな知見が得られ
ている。変形理論がラングランズ対応の研究
に有効であることは,	 A.	 Wiles	 による谷山-
志村予想の研究で既に確立したことであり、
その後も発展し続けている。しかしながら、
ラングランズ対応を経由せず、直接数論の問
題に応用できるかどうかはわかっていなか
った。研究代表者は以前より総実代数体に対
する相対類数の奇素数  p による可除性
（indivisibility）をその最初の例として取り上
げて来たが、応用上	 p	 がその代数体で分岐
している場合を含めることが重要となる。	 
その場合を含めた結果を得、プレプリント
「 Indivisibility	 of	 relative	 class	 
numbers	 for	 quadratic	 extensions	 of	 
totally	 real	 fields」を準備中である	 (招
待講演	 ([1])でも公表している)。この中で
は	 
	 
・ ガロア表現のモジュラー性、特に楕円曲線
を使った表現の構成	 

・ Galois	 deformation	 ring	 の具体的な計算	 
・ 跡公式	 
	 
が用いられるが、この三つを組み合わせる議
論は先行研究には存在していない、新たな成
果である。	 
分担者である高井は	 indivisibility	 の問
題、特に二次拡大の数を具体的に下から評価
する研究をしており、	 有理数体の	 Galois	 
拡大で	 p	 が大の時、評価を得た。予想され
る	 best	 possible	 な評価からはまだ遠いが,	 



Hilbert	 モジュラー形式の問題として捉え、
それを楕円モジュラー形式に帰着して解く
等の新たな視点を含んでいる。これは既にプ
レプリントとなっており、今後論文としての
成果公表を予定している。	 
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