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研究成果の概要（和文）：数学における対称性は群によって記述されることが多い。大きな対称性を持つものは「大き
な」群の作用を持ち、一般的に「美しい」。特に大きな対称性を持つものの中に等質空間があるが、対称群が簡約代数
群であって、コンパクトなものは旗多様体と呼ばれる。本研究では、旗多様体上の群軌道を、シンプレクティック幾何
学の道具であるモーメント写像を用いて研究した。
有限型の二重旗多様体を多数構成し、理想的な場合には、その分類に成功したことは大きな成果である。また実簡約代
数群の既約ユニタリ表現の隨伴多様体に対し、連結成分である冪零軌道が余次元１の連結性を持つような極大な既約表
現を構成するなどの結果も得られた。

研究成果の概要（英文）：In mathematics, symmetry is often described by group actions.  If the symmetry gro
up is large, the symmetry is considered to be big and "beautiful".  One of the most beautiful object in th
at sense is a homogeneous variety.  If the symmetry group is a reductive algebraic group and the homogeneo
us space is compact, it is called a flag variety.  In this research, we studied various orbits on flag var
ieties using moment maps.
Main results are the followings.  (i)  We constructed many double flag varieties of finite type, and in go
od cases, we succeeded in classification of such varieties.  (ii)  For an irreducible unitary representati
on of a real reductive group, one can consider an associated variety.  We defined codimension one connecte
dness among nilpotent orbits, and constructed irreducible representations whose assocaited varieties are m
aximally connected in cosimension one.
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１．研究開始当初の背景 
 
研究の開始時には、Steinberg による二重旗
多様体と  Travkin, Finkelberg, Ginzburg 
による三重旗多様体の理論があったが、対称
空間に付随した二重旗多様体の理論は皆無
であった。またハリシュ・チャンドラ加群と
の関係や隨伴多様体に関する研究もまだ十
分とは言えない状態であった。 
面白いことに、加藤周によるエキゾティック
冪零錐の理論や  Achar-Henderson による 
enhanced 冪零錐の理論など、対称対の旗多
様体に付随した冪零錐は（いま振り返って考
えてみると）出現しつつあった。 
 
２．研究の目的 
 
実リー群のユニタリ表現論には複素代数群
の対称対が大きな役割を果たしており、特に
旗多様体や冪零多様体の幾何学は豊かな内
容を含んでいる。一方において、対称対に付
随した旗多様体や冪零多様体についてはま
だまだ知られていないことが多すぎるので、
本研究ではシンプレクティック幾何学の手
法やモーメント写像を用いることで、対称対
に附隨する幾何学の基礎的な理論を構築す
ることを目指した。 
短期的な目標は、対称対の二重旗多様体上の 
K 軌道を理解するこことであり、特に軌道が
有限個になる場合（有限型の二重旗多様体）
を分類することが重要であった。 
中・長期的には旗多様体上の K 軌道の幾何学
とそのモーメント写像による像である冪零
錐の幾何学、そして、究極の目標であるハリ
シュ・チャンドラ加群の隨伴多様体の構造を
理解することを考えていた。 
 
３．研究の方法 
 
対称対を	
 (G,K)	
 と書くとき、対称対に附隨
する旗多様体とは	
 X	
 =	
 K/Q×G/P	
 のことであ
る。ここに	
 Q	
 は	
 K	
 の放物型部分群で	
 P	
 は	
 
G	
 の放物型部分群である。本研究では、X	
 上
の	
 K	
 軌道の有限性を三重旗多様体や球作用
に帰着することによって研究し、そのモーメ
ント写像による像である冪零多様体の性質
を組合せ論的な手法、および	
 Steinberg	
 
-Richardson-Springer	
 理論を用いて研究し
た。具体的には余接束や余法束多様体、そし
て冪零軌道の閉包関係から決まる余次元 1の
連結性を道具として用いた。	
 
三重旗多様体の理論や	
 Magyar,	
 Weymann,	
 
Zelevinsky	
 による分類、そして	
 Stembridge	
 
に よ る 球 的 な 二 重 旗 多 様 体 の 分 類 、
Benson-Ratcliff	
 による球表現の分類など
を道具として使うことにした。	
 
また冪零軌道の構造は、太田琢也によって非
常に詳しく研究されており、太田の理論を
我々の場合に翻訳して使用した。	
 
	
 

４．研究成果	
 
	
 
研究成果の主なものを箇条書きにして列挙
する。	
 
	
 
(i)対称対の二重旗多様体を定義して、有限
型の二重旗多様体を多数構成した。特に有限
型の三重旗多様体へと帰着する理論はこの
後の研究に重要になると考えられる。	
 
	
 
(ii)対称対の二重旗多様体で有限型のもの
を、Q	
 または	
 P	
 がボレル部分群の場合に分
類した。Q がボレルのときには、これは K の
作用に関する球旗多様体 G/P の分類と同値で
あるが、このような球等質多様体については
様々な研究があり、我々の結果はいわば決定
版と言えるものである。また P がボレルのと
きには、我々の分類は、G の作用に関する球
等質空間 G/Q の分類と等価である。このよう
な球等質空間の例はあまり知られていなか
ったので、そのような例を多数構成し、分類
したことの意義は大きいと考えている。	
 
	
 
(iii)冪零軌道の間に余次元 1 の連結性によ
るグラフ構造を定義し、そのグラフの構造を
決定した。実リー群	
 U(p,q)	
 に対して、グラ
フの連結成分に対応する冪零軌道を隨伴多
様体として持つ既約ユニタリ表現の構成に
成功した。このような概念は	
 Vogan	
 によっ
て提唱されていたが、決定的な結果を得たの
は我々の研究を嚆矢とするものである。	
 
これに関しては、半単純軌道の漸近錐という
観点からもアプローチができ、偶冪零軌道の
場合には、隨伴多様体が漸近錐として得られ
ることも示した。	
 
	
 
(iv)二重旗多様体の有限性に関係して、G の
二つの放物型部分群の相対的位置関係に着
目し、ある種の非常によい関係を持つ場合を
分類した。これは意外なことに対称空間がエ
ルミート対称空間であることの特徴付けに
なることが判明した。	
 
	
 
(v)旗多様体上の正則軌道とシュプリンガー
対応に附隨する幾何学と組合せ論の関係を
明らかにすることができた。これによって、
対称対の場合のシュプリンガー・ファイバー
とシュプリンガー表現の間の関係が明瞭に
なった。	
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