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研究成果の概要（和文）：　線形常微分方程式および多変数のholonomic系に対して，rigidity・スペクトルタイプの
概念やmiddle convolutionという操作を用いて大域解析を行う枠組みを構築した。Holonomic系については，middle co
nvolutionによって方程式の間に対応がつけられることを見出し，構造を入れることができた。ある場合にはmiddle co
nvolutionは常微分方程式とholonomic系を結びつける働きをするため，その結びつきを通して様々な構造が解析できる
こともわかった。

研究成果の概要（英文）： We constructed a framework for the global study of linear ordinary differential e
quations and holonomic systems in several variables by using the notion of rigidity and spectral types and
 the operation called middle convolution. We succeeded to define the middle convolution for holonomic syst
ems, which brings a new structure on the moduli space of holonomic systems. In some cases, middle convolut
ion connects an ordinary differential equation to a holonomic system, and then we can compare various stru
ctures among ODEs and holonomic systems.
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１．研究開始当初の背景 
 Fuchs型常微分方程式（複素射影直線上確
定特異点のみを持つ線形常微分方程式）は，
解析学のみならず，数論・代数幾何学・微分
幾何学・表現論・数理物理学など数学・物理
学の多くの分野において重要な役割を果た
す基本的対象で，その大域構造の解明はそれ
ぞれの分野に新しい進展をもたらすと考え
られる。Fuchs型常微分方程式の基本理論は
およそ 100 年ほど前に大きく整備されたが，
その主要部分は局所理論であり，大域構造に
ついてはほとんど解析する手立てがない状
態であった。ただし rigidな（アクセサリー・
パラメーターのない）方程式に対しては，モ
ノドロミーや接続係数といった大域的な量
が明示的に求められることが徐々に分かっ
てきていた。 
 N. M. Katz による rigid 局所系の理論は
1996年に出版され，rigidな Fuchs型常微分
方程式の研究に著しい進展をもたらした。
Katz 理論で重要なのは rigidity 指数と
middle convolutionである。Rigidity指数は
方程式がどれくらい変形可能かを定量的に
表す指標で，方程式が rigid であるための効
果 的 な 判 定 方 法 を 与 え る 。 Middle 
convolutionは方程式の変換であり，rigidity
指数はその不変量となる。これらの概念・操
作によって，Fuchs型常微分方程式全体のな
す空間の構造を解析する手懸かりが得られ
ると期待された。 
 微分方程式の変形理論は非常に活発に研
究されている分野である。変形は方程式のな
す moduli 空間上の運動ととらえられること
から，代数幾何学を用いて moduli 空間を記
述するという研究が，齋藤政彦らを中心に精
力的に進められていた。このような研究と
Katz 理論とをうまく組み合わせることがで
きれば，大きな進展が期待される。すでに
我々は，middle convolutionが変形方程式を
不変に保つことを示し（原岡-Filipuk），Katz
理論と変形理論の相性の良さを見出してい
た。 
 他方，多変数の線形完全積分可能系の研究
は，holonomic系の理論（一般論）と，Gel’fand
らによる多変数超幾何関数など特殊関数の
理論とが，いずれも大きく進展して，豊かな
内容を作り上げていた。特に GKZ 超幾何関
数は，表現論・組合せ論・代数幾何学などと
深い関わりを持っていて，複合的な新しい研
究領域となりつつあった。しかしこのような
特殊関数的な holonomic系以外に，変形可能
な holonomic系が存在するのか，ということ
に関しては，ほとんど意味のある考察は行わ
れていなかったように思われる。我々は Katz
による rigidityの概念が holonomic系に対し
ても自然に定義され，有用であることに気づ
いていた。古典的な特殊関数として知られる
Appell の F4について，そのモノドロミー表
現が rigidであることを示したが（原岡-上野），
このようなごく自然なテーマはそれまで設

定されたこともなかったと思われる。我々は
この研究を通して，変形可能な holonomic系
は非常に存在しにくいのではないか，という
感触を得ることができた。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，Fuchs型常微分方程式の
大域挙動を，rigidity の視点から，特に多変
数 holonomic系の rigidityと関連づけること
で解析する手法を見出すことである。 
 前述のように，Fuchs型常微分方程式は数
学・物理学の様々な分野に現れるが，そのよ
うな出自を持つものは rigid であるか，ある
いはアクセサリー・パラメーターの値が特定
されているものであることが多い。たとえば
orbifoldの一意化に現れるSchwarz微分方程
式は，そのアクセサリー・パラメーターの値
が一意的に定まることが示されている（ただ
しその値自体はまだ特定されていない）。こ
のような状況を見ると，rigidではない方程式
に対して，何らかの条件によってアクセサリ
ー・パラメーターの値が決定されるという現
象が広く存在し，そのメカニズムを研究する
ことは理論的にも応用上も非常に重要なテ
ーマであると思われる。そのメカニズムの一
つとして，holonomic系への延長可能性はか
なり有用なものとなることが期待される。延
長可能性は具体的な検証が可能であり，一方
延長された holonomic系は rigidであること
が予想されるので，アクセサリー・パラメー
ターの値の特定につながると考えられるか
らである。 
 
３．研究の方法 
（1）Fuchs 型常微分方程式や多変数の
holonomic系は，数学・物理学の様々な分野
に具体的な方程式が現れ，それぞれの視点か
ら挙動の解析が行われている。それらの成果
を俯瞰し，rigidity や延長可能性の観点から
整理することで共通の構造を見出し，それを
元に大域構造の解析方法を追求していく。
Katz 理論に加えて，横山利章による Fuchs
型常微分方程式の構成理論もあり，そのよう
な既存の理論を包含する形での理論構成を
目指す。 
（2）Katz 理論における rigidity 指数と
middle convolution の概念は，rigid でない
方程式の研究にも有用と考えられる。そのた
め特にmiddle convolutionに基づいてFuchs
型常微分方程式の大域構造を調べる手法を
追求する。 
 さらにこれらの概念を，可能であれば多変
数の holonomic 系にも導入し，モノドロミ
ー・接続係数・変形といった大域的な解析を
行う枠組みの構築を行う。多変数の場合には，
特異点集合の幾何学的性質が大域構造を規
定するため，rigidity 指数に幾何学的な情報
を盛り込むことが大きな課題となる。 
（3）本研究に関連する分野は多岐にわたる。
それらの分野の知見を取り入れ，交流を促進



することが重要であるため，研究集会「アク
セサリー・パラメーター研究会」「Workshop 
on Accessory Parameters」を定期的に開催
する。これらの研究会では成果発表に限らず，
研究テーマの設定や研究紹介なども取り入
れて，研究分野としての成長と，特に若手研
究者の育成も目指していく。 
 機会を捉えて，様々な分野の国内外の研究
集会に参加し，成果発表などを通して研究交
流を行う。研究代表者・連携研究者により定
期的なセミナー・研究打合せを行い，具体的
事例の研究，最新の研究動向の紹介などを行
いながら研究成果を積み上げていく。 
 
４．研究成果 
（1）複素鏡映群に由来する holonomic 系の
構成 
 加藤満生は，いくつかの有限複素鏡映群に
対して，それをモノドロミーに持つ常微分方
程式を構成していたが，そこに現れる特異点
の位置を新しい変数と考えると，その方程式
は自然にholonomic系に延長できることが分
かった。この考察を元に，すべての有限複素
鏡映群に対して，それをモノドロミーとして
持つ holonomic 系で generic なものが存在す
ることを示すことができた（論文⑲）。 
 この結果を敷衍し，さらに齋藤恭司による
自由因子の理論と結びつけることで，加藤は
関口次郎とともに，3 次元有限複素鏡映群の
判別式で決まる超曲面を特異点集合とする
ような holonomic 系の構成に成功した（論文
②）。原岡は，その超曲面の補空間の基本群
の表示を用いて，加藤−関口の holonomic 系
に対するモノドロミー表現がほぼrigidとな
ることを見出し，表現を具体的に構成してい
る。 
（2）代数多様体のトポロジーと holonomic
系の大域解析 
 加藤−関口の holonomic系の場合と同様に，
超曲面の補空間の基本群は，その超曲面を特
異点集合とするholonomic系の大域構造を強
く規定する。たとえば超曲面として正規交差
の超平面配置を考えると，基本群は可換とな
るため，holonomic 系は可約となり，解は初
等関数を用いて表される。超曲面（代数多様
体，あるいは超平面配置）について，このよ
うな興味からの研究はほとんど行われてい
ないように思われ，一般的枠組みがなかった
ため，具体的な超平面配置について，それを
特異点集合とするholonomic系の大域解析を
進めることとした。 
 この研究はまだ途上であるが，超平面配置
とともに，holonomic 系の階数，および拡張
平面におけるスペクトルタイプを指定する
と，局所系の存在の仕方がほぼ決定されるこ
とが分かってきた。さらに局所モノドロミー
の固有値に対する非自明な条件が通常現れ，
その条件をみたさないと局所系が存在しな
いという状況にあるようである。 
 この方向の研究は超平面配置・代数幾何

学・表現論など様々な分野の研究者の興味を
ひいており，今後大きな研究テーマに成長し
ていくことが期待される。 
（3）Holonomic 系に対する middle convo- 
lution 
 超平面配置を対数的特異点集合に持つ
holonomic系に対しては，middle convolution 
（以下 mc と略記）が定義され，常微分方程
式の場合と同様な様々な性質をみたすこと
を示した。特にこの操作によって，holonomic
系が次々と構成できることはきわめて重要
である。たとえば Appell の多変数超幾何関
数については，F1は階数 1 の局所系の切断か
ら mc により得られ，F2, F3, F4も F1を元にし
たmcの結果として得られることが判明した。
このメカニズムは一般の状況で成立するの
で，特に rigid で 4点以上の特異点を持つ常
微分方程式からは，mc によって必ず多変数
holonomic 系が構成できることが分かる。こ
の視点はholonomic系の研究に新しい展開を
もたらすと考えられ，今後大きく発展するテ
ーマになると考えられる。 
 超平面配置に限らず，一般に超曲面を特異
点集合とする場合にも， mc が定義できるこ
とが分かった。この結果はまだ新しく，今後
の肉付けを待つ状態であるが，微分方程式論
からも，超曲面を考察する位相幾何学・代数
幾何学の立場からも，新しい展望を与えるも
のと考えられる。 
 Holonomic 系に対する mc だけでなく，モノ
ドロミーに対する mc を定義することもでき
た。これも新たな基本群の既約表現を構成す
る手法を与えたことになり，幾何学的にも興
味深い結果と考えられる。 
 以上の結果は，特殊関数論・微分方程式
論・代数幾何学・位相幾何学をはじめ様々な
分野の，今後の大きな発展につながる基盤を
与えたものと判断される。 
（4）延長可能性を用いた大域解析 
 常微分方程式の延長は，通常は微分方程式
の変形とほぼ同意義であるが，特異点の個数
が3点の場合には変形パラメーターが存在し
ないため，通常の変形を考えることができな
い。この場合に，常微分方程式を，singular 
locus へ の 制 限として与えるような
holonomic 系が存在するなら，それを延長と
定義することが可能である。このようにして
延長を変形の拡張概念として定式化するこ
とを提唱した。 
 この拡張した意味における延長によって，
アクセサリー・パラメーターの値が特定され
る，という事象を見出した。延長可能性が常
微分方程式の大域解析につながる事例とし
て，興味深い結果と思われる（論文④）。 
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