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研究成果の概要（和文）： データが誤差を含むいくつかの代数問題について，数値数式融合計

算を用いた信頼性の高い計算方式を提案した．主な成果は以下である．(1) 多項式の整除性判

定アルゴリズム．(2) 安定化理論の新しい利用法．(3) 連立代数方程式について解の種々の性質

を保つような係数の摂動限界の計算アルゴリズム．そのほか，与えられた一変数実係数多項式

に一番近く，与えられた複素領域に零点を持つ一変数実係数多項式を求める計算時間を評価し

た． 
 
研究成果の概要（英文）：We proposed highly reliable symbolic-numeric computation methods 
for algebraic problems with empirical data.  Some main results are as follows.  (1) An 
algorithm to determine divisibility of polynomials.  (2) A new application of stabilization 
techniques.  (3) An algorithm to compute the maximal perturbations for preserving 
properties of solutions of a polynomial system.  Furthermore, we analyzed computing time 
to find a real univariate polynomial that has a zero in a given complex domain and is 
nearest to a given real univariate polynomial.  
 
交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2009 年度 1,500,000 450,000 1,950,000 

2010 年度 900,000 270,000 1,170,000 

2011 年度 1,000,000 300,000 1,300,000 

年度  

  年度  

総 計 3,400,000 1,020,000 4,420,000 

 
 
研究分野：総合領域 
科研費の分科・細目：情報学・情報学基礎 
キーワード：多項式，代数方程式，誤差，数値数式融合計算，安定化理論 
 
１．研究開始当初の背景 

現在，科学技術計算には主に数値計算を用
いる．これは近似計算を用いるため処理が軽
いからである．数式処理は正確な計算を用い
るため信頼性は高いが，メモリや計算時間を
大量に必要とする点から敬遠されてきた．し
かし，最近の計算機の能力を考えると，数式

処理も実用段階に入ってきたといえる． 
応用に現れる現実の代数問題は誤差を含

むことが普通であり，誤差への対処が必須で
ある．しかし，従来，数式処理では主に誤差
を含まない代数問題を扱ってきた．誤差を含
む代数問題にはどのような困難があるか，以
下，二つの実係数一変数多項式f=x2－aと g=x
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－2の最大公約多項式 gcd(f,g)を求める例を
用いて説明する．aが正確に4と等しいとき，
gcd(f,g)=g である．今，aの測定値に高々ε
>0 の誤差が入っており，真の値は|a－4|≦ε
を満たすものと仮定する．このとき, 二つの
多項式 x2－4 と x2－a は誤差範囲内では区別
できないから，f は単一の多項式ではなく，
多項式の集合 F ={x2－a | |a－4|≦ε}と考
えるのが自然である．すると，誤差の限界ε
がどれほど小さくても，それが正である限り，
f1=x

2－4, f2=x
2－4－ε∈Fに対し，gcd(f1, x

－2)=x－2 であり，gcd(f2,x－2)=1 である（不
連続性）．このように，係数に誤差を含む多
項式に対する最大公約多項式は定義できな
い場合があるから取り扱わない，というのが
以前の数式処理の立場であった． 

しかし，こういった誤差のある状況におい
ても，応用上，何らかの意味のある結果を求
める必要が出てくる．そこで，最近の数式処
理では，係数に誤差を含む二つの多項式 p，q
に対し，誤差範囲内で p，q と区別できない
多項式 p’, q’の集合 P，Qを考え（通常，p’，
q’の次数はp，qの次数と等しいものとする），
p，qの最大公約多項式を求める問題の解釈を
変え，たとえば，「gcd(p’,q’) （p’∈P，
q’∈Q ）」の次数の最大値，および，それを
実現する p’，q’を求める」といった問題を
設定するようになった． 

誤差のため定義できない問題をどのよう
に解釈すべきかは，計算を数値計算で行うか，
数式処理で行うかによらず考慮する必要が
ある．数値計算においては，とくに線形代数
において，誤差のある問題の取扱いは以前よ
り十分に研究されており，数値線形代数とい
う分野が確立している． 
 
２．研究の目的 
連立一次方程式や行列の固有値計算など

の線形代数に関わる問題は，科学技術計算に
おいて重要な部分を占めている．本研究の目
的は，線形代数にとどまらず，多項式や代数
方程式に関わる問題を含め広く代数問題を
取り上げ，その問題が誤差を含む場合（多項
式や代数方程式の係数，行列の成分が誤差を
含む場合）に，数値数式融合計算を用いた，
信頼性が高く効率的な計算方式を確立する
ことにある． 

 
３．研究の方法 
数式処理において基本的かつ重要な対象

であるグレブナ基底を計算する問題につい
て，多項式の係数に誤差がある場合に問題の
解釈を変え，新しく設定した問題を解くこと
を最終目標とした．基本方針は，まず，グレ
ブナ基底に対する研究の準備となる代数問
題を選び，研究を進めた後，最終目標である
グレブナ基底に対する研究を行う，というも

のである．各代数問題に対しては，研究目的
に記述した以下の三つの課題に分けて研究
を進めた． 
 
【課題１】係数や成分が誤差を含む場合にお
ける代数問題の適切な解釈，新しい問題の設
定． 
 
【課題２】課題１で設定した問題を解くアル
ゴリズムの構築． 
 
【課題３】課題２で構築したアルゴリズムの，
数値数式融合を利用した効率化． 
 
 研究を進めるにあたっては，誤差のある問
題の取り扱いが十分に研究されている数値
計算，とくに数値線形代数の知見を参考とし
た． 
 
４．研究成果 
(1) （課題１，２）基本的な問題である多項
式の整除性判定について，係数に誤差のある
場合に新しい手法を提案した．係数に誤差の
ある実係数多項式 p，f を，係数の誤差範囲
を区間で表した実区間多項式 P，F で表すこ
ととし，Pに属する多項式 q，Fに属する多項
式 gが存在して qが gで割り切れることをも
って pが fで割り切れる，と解釈し，区間解
析を基にした反復アルゴリズムを用いる整
除性判定手法を提案した． 
 
(2) （課題２）重要な問題である近似因数分
解に利用可能な，与えられた因子を持つ多項
式列の性質を解明した．多項式 f の Euclid
ノルムを||f||で表し，多項式 f，g間の距離
を||f－g||で定義する．p と f0を与えられた
実係数多項式，ただし，||f0||=1 とする．
p1=f0・g1を，f0を因子とする pに一番近い多
項式，p2=c1・f1・g1を，g1を因子とする p に
一番近い多項式，ただし，|| f1||=1 かつ c1>0，
p3= f1・g2 を，f1 を因子とする p に一番近い
多項式，…としたとき，多項式列{pj}，{fj}，
{gj}，数列{cj}の性質を解明した．この性質
は，p に近く因数分解可能な多項式を求める
問題，すなわち，近似因数分解を求める問題
に利用可能である．さらに，実数係数の場合
の結果を複素数係数の場合に拡張した（投稿
中）． 
 
(3) （課題３）本研究における主要な計算手
段である安定化理論について，新しい利用法
を提案した．区間係数に，計算履歴を記録す
るシンボルを追加した Interval with Symbol 
(IS)を係数としたデータに対し安定化理論
を適用，ゼロ書換えの正しさを IS によって
確かめながらアルゴリズムを実行し，最後に
IS のシンボルを用いて正確な出力を得る手



 

 

法（ISCZ 法）を提案し，グレブナ基底計算に
ついて実験を行った．さらに，どのような問
題に対し ISCZ 法が有効となるか確かめるた
め，いくつかの指標を提案し，実験を行った．
さらに，ISCZ 法を凸包構成アルゴリズムに適
用した実験を行い，有効性を確認した． 
 
(4) （課題１，２）二変数で式が二本の連立
代数方程式 f(x,y)=g(x,y)=0に解があると仮
定する．f，gの係数をどれ程動かすと解が存
在しなくなるか，その限界を，f と g の終結
式を用いて評価する手法を提案した． 
 
(5) （課題１，２）fi(x1,…,xn) (1≦i≦n)
を実数係数の n変数多項式とする．連立代数
方程式f1=…=fn=0に単純な孤立実数解が存在
する場合に，fi の係数をどれ程動かすと単純
な孤立実数解が存在しなくなるか，その限界
を評価する手法を提案した．具体的には，f1=
…=fn=0 の単純な孤立実数解のうち，注目し
ているものを x(0)とするとき，x(0)を初期値
とする Newton 法が単純な孤立実数解に収束
するような係数の摂動限界を Kantorovichの
定理を利用して評価する．孤立解の存在する
連立一次方程式を，行列 A とベクトル x，b
を用いて Ax=b と書くとき，孤立解が存在す
るような係数の摂動限界は行列 Aのノルムと
条件数を用いて表現できるという，数値線形
代数における既知の結果がある．本成果は，
この結果の拡張にあたるといえる． 
 
(6) （課題１，２）n変数複素係数多項式 f1，
…，fn が与えられているとする．このとき，
連立代数方程式 f1=…=fn=0 について，f1，…，
fn の係数をどれ程動かすと，どの変数の値も
ゼロではない解の個数が変化するか，その限
界を， BKK （ Bernshtein ， Kushnirenko ，
Khovanskii）限界の等式が成り立つ条件を用
いて計算する方法を提案した．また，この結
果を得る過程で，係数に誤差がある場合のグ
レブナ基底について以下の成果を得た．グレ
ブナ基底が{1}である n 変数複素係数多項式
f1，…，fn に対し，適当なノルムで測ったと
き(f1，…，fn )に一番近い n変数複素係数多
項式の組(g1，…，gn)であって，そのグレブ
ナ基底が{1}ではないものを求める問題の解
が利用できることを示した．これは，一種の
近似グレブナ基底を求める問題と見ること
ができる． 
 
(7) （課題２）一変数実係数多項式 fと複素
領域 D（f は D に零点を持たない）に対し，
無限大ノルムで測って fに一番近く Dに零点
を持つ一変数実係数多項式 gを求める問題に
つき，g は多項式時間で計算可能，という以
下の論文の結果を詳細化し，計算時間のオー
ダーを具体的に評価した． 
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