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研究成果の概要（和文）：研究結果の概要は以下の 4 点にまとめられる。 

(1) multi-spherical なユークリッド距離行列の特徴付けに関して新たな数学的事実を導出

した。 
（2）非負値定符号行列の固有値の間にマジョライゼーションの意味での順序関係が成り立つ

とき、緩やかな条件の下で、対応する Euclid 距離行列の固有値の間にもモジョライゼーショ

ンの意味での順序関係が成り立つことを示した。 

(3）セル行列という応用上しばしば用いられる特殊なユークリッド距離行列の作る集合の性

質について調べた。また、セル行列の固有値に関するマジョライゼーションの意味での順序関

係について数学的事実を導出した。 

(4）多次元分布のプリンシパルポイントの存在範囲について幾つかの数学的事実を導出した。

特に分布が幾つかの球面対称分布の位置混合分布で与えられている場合を考察し、プリンシパ

ルポイントが存在する部分空間を特定化するための定理を導いた。 
研究成果の概要（英文）：The results of this research are summarized as follows: 
(1) Some new results on the characterization of multi-spherical Euclidean distance 
matrices were derived. 
 (2) The authors showed that if the eigenvalues of a centered positive semidefinite matrix 
majorizes those of another centered positive semidefinite matrix, then the same inequality 
holds for the eigenvalues of the corresponding two Euclidean distance matrices. 
 (3) The authors investigated some properties of cell matrices, which are special Euclidean 
distance matrices. 
 (4) The authors derived some new results on the linear subspace in which a set of 
principal points of a multivariate mixture distribution. 
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１．研究開始当初の背景 
多次元尺度構成法は、データの視覚的表現

に優れている一方で、点配置の解釈が分析者
の主観に強く依存するという短所がある。こ
の問題は、例えば点配置の経年変化を調べる
場合などのように、多数の点配置を比較しな
ければならない状況ではより大きなものと
なりうる。ところが、研究開始当初の既存研
究においては、ユークリッド距離行列を比較
するための基礎研究が十分とは言えない状
況であった。 
２．研究の目的 
本研究の目的は、Euclid 距離行列の数理的

構造、特に順序構造を明らかにし、その多次
元尺度構成法への応用において従来よりも
正確かつ客観的な手法を提供することでる。 
 
倉田は、Kurata and Sakuma(2007)において、
「 群 に よ っ て 誘 導 さ れ る 順 序
(group-induced ordering 、 group 
majorization ordering)」なる概念を用いて
Euclid 距離行列の順序構造について調べた。
本研究は、これらの理論をより発展させ、多
次元尺度構成法をより精緻化することを目
的とする。 
より具体的な研究目的（研究目標は）は、

研究の方法とも関連するため次項で述べる。 
 
３．研究の方法 
研究の方法は 4 つのステップからなり、そ

れらは次の通りである。 
(1)Euclid 距離行列の空間の順序構造をより

明確にすること、 
(2)対応する点配置の空間(それは非負値定

符号行列の空間の部分錘になる)の順序構造
をより明確にすること、 
(3)上記の順序を効率的に表現する不変量や

共変量を見つけること、 
(4)上記の多次元尺度構成法への応用を扱い、

順序構造に関する理解をより深めること。 
以上 4 通りのアプローチによって研究する。 

 
４．研究成果 
まず前項の（１）と（２）についての件研

究成果として、multi-spherical 構造の特徴
付けについて考察し、multi-spherical ユー
クリッド距離行列全体の陽的表現を導出し
た、というものが挙げられる。その結果は、
Kurata and Tarazaga (2010)として”Linear 
Algebra and its Applications”誌に採択さ
れた。同時に、EDM の零空間の構造に関する
幾つかの定理も得た。より詳しく述べれば、
次の通りである。ユークリッド距離行列は、
spherical な ユ ー ク リ ッ ド 距 離 行 列 と
non-spherical な も の に 分 け ら れ る 。
Spherical なユークリッド距離行列とは、対

応する点配置が適当なユークリッド空間内
の超球面上に存在するようなものである。そ
れ以外のものを non-spherical と言う。
Spherical なユークリッド距離行列は特殊
なものであるかのような印象を与えるが、実
はユークリッド距離行列の集合を対称行列
のなす線形空間の部分集合とみたときの内
点は全て spherical となる。一般にユークリ
ッド距離行列は非負値定符号行列と 1対 1に
対応する。特に、Spherical なユークリッド
距離行列は正値定符号行列と対応する。本研
究では、non-spherical なユークリッド距離
行列の中で spherical に近い構造を持つも
のとして、multi-spherical なユークリッド
距離行列に注目した。ユークリッド距離行列
が multi-sphericalであるとは、対応する点
配置が複数の超球面上に存在するようなも
のである。本研究では、multi-spherical な
ユークリッド距離行列を、対応する非負値定
符号行列の構造によって特徴付ける定理を
導いた。  
 また、（３）の問題と関連して、ユークリ
ッド距離行列の固有値が、対応する非負値定
符号行列の固有値とどのような関係を持つ
かについての研究を行った。研究結果は論文
"Majorization for the eigenvalues of 
Euclidean distance matrices" (Kurata and 
Pablo Tarazaga)として Linear Algebra and 
Its Applications誌に掲載された。この研究
の成果は次の通りである。即ち、２つの非負
値定符号行列を考え、それらの固有値の間に
マジョライゼーションの意味での順序関係
が成り立つとする。このとき、対応するユー
クリッド 距離行列の固有値の間にもモジョ
ライゼーションの意味での順序関係が成り
立つか、という問題を考察した。ここで、２
つの非負値定符号行列の固有値の間にマジ
ョライゼーションの意味での順序関係が成
り立つということは、2 種類の点配置の散ら
ばりを比較していることに対応する。そして
一方の点配置が他方のそれよりも散らばり
が大であることを仮定していることに相当
する。このような関係が成り立っているとき、
ユークリッド距離行列の固有値の間にも同
様の関係が成り立っているか否かは自明で
はない。つまり、より散らばった点配置に対
応するようなユークリッド距離行列の方が、
そうでないものよりも固有値の散らばりが
大きいかどうかは明らかではない。本研究で
は、そのような関係が成り立つための十分条
件を導いた。 

この他、セル行列(cell matrix）の構造を
持つユークリッド距離行列について考察し、
その固有値の順序構造などについて明らか
にした。nXn セル行列とは、ｎ次元の非負ベ
クトルが存在して、個体 iと jの距離がその



非負ベクトルの第 i成分と第 j成分との和で
表されるようなユークリッド距離行列を指
す。これは spherical なユークリッド巨利行
列となる。本研究では、2 つの非負ベクトル
の間にマジョライゼーションの関係が存在
するとき、対応するセル行列のの固有値の間
にもマジョライゼーションの関係が存在す
ることを示した。また、所与のユークリッド
距離行列に（フロベニウスノルムの意味で）
最も近いセル行列を求める問題についても
新しい結果が得られ、最も近いセル行の陽的
表現を与える定理を導いあ。結果は、Pablo 
Tarazaga 教授との共著として公表準備中で
ある。 
 多次元尺度構成法は、考察対象の母集団に 
複数の群が混在するような状況、即ち母集団
が幾つかの多次元分布の混合分布である場
合に用いられることが多い。混合分布を要約
するのに有用な概念として、プリンシパル・
ポイントがある。プリンシパル・ポイントと
は、確率分布を（ある種の平均 2乗距離の意
味で）最も良く近似する点の集合のことであ
り、その点の個数ｎに応じて n-プリンシパ
ル・ポイントと呼ばれる。因みに、1-プリン
シパル・ポイントはその分布の平均であり、
これは分布に依らない。多次元分布のプリン
シパル・ポイントの理論的導出は難しく、2-
プリンシパル・ポイントであっても、殆どの
分布でその陽的表現は得られていない。その
ため、プリンシパル・ポイントが存在する範
囲を求める問題、具体的には、それが存在す
る部分空間を特定しようとする研究が 90 年
代から行われている。本研究では、関連した
トピックとして、多次元混合分布のプリンシ
パル・ポイントの存在範囲についての結果も
得ている。具体的には、分布が球面対称分布
の位置混合分布で与えられているときに 2－
プリンシパル・ポイントや n-プリンシパル・
ポイントの存在範囲を求めた Kurata and Qiu 
(2011)，Matsuura and Kurata (2011, 2012
等である。 
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