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研究成果の概要（和文）：保型形式論の基本問題である志村―谷山予想を一般化する予想を定式

化した。また二次元コホモロジー群を用いて実二次上のヒルベルトモジュラー形式の L函数 
の特殊値を具体的に計算することが可能であることを示した。セルバーグのゼータ函数の例外

的零点と群が合同部分群ではないことの関係について考察した。 
 
 
研究成果の概要（英文）：We formulated a generalization of the Shimura-Taniyama 
conjecture, which is a fundamental problem in the theory of automorphic forms. We showed 
that an explicit calculation of special values of the L-function attached to a Hilbert modular 
form is possible using the second cohomology group; Here Hilbert modular forms are 
associated to a real quadratic field. We studied exceptional zeros of Selberg zeta functions 
in view of the noncongruence property of Fuchsian groups. 
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１． 研究開始当初の背景 

 
志村―谷山予想の一般化については、具体的
な予想としては二次元のアーベル多様体と
ジーゲルモジュラー形式の対応についての
予想（吉田による）、具体的な種数３の曲線
と三次のユニタリー群上の保型形式の対応

についての (Blasius による)予想があった。
また一般的な Langlands-Arthur による予
想もあったが、これは具体的な多様体（或い
はモチーフ）にどういう保型形式が対応する
かははっきりとは予想していない。 
Cohomology 群をつかう L 函数の特殊値の
計算については、志村による一変数の場合の
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他は全く計算されていなかった。 
 
２． 研究の目的 

 
志村―谷山予想の一般化は保型形式の理論
における最も深い問題群につながっている。 
cohomology 群を使う $L$ 函数の計算は方
法に興味がある。 
 

 
３． 研究の方法 

 
志村―谷山予想の一般化については、高次元
の実例を作り出すのは困難であり、思考実験
による思弁的方法によった。これに対して 
Cohomology 群を使う $L$ 函数の特殊値の
計算では、理論計算と計算機による数値計算
を並行して進める方法によった。 

 
４． 研究成果 

 
(1)  志村―谷山予想の一般化について 

 
代数体に係数を持つモチーフが与えられた
とき、このモチーフと同じ L函数を持つ保型 
表現を見出すのが問題である。モチーフから 
ある二次のガロワコホモロジー類が定まり、
これが分解体を持つ場合には簡明な形で予
想が定式化できることを示した。また分解体
を持つかどうかについても研究をすすめ、代
数的サイクルについての標準的な予想を仮
定すれば、因子団としての分解体は存在する
ことを証明した。 
上に述べたガロワコホモロジー類は基本的
重要性があり、将来の研究対象になると思わ
れる。また海外にもこの研究に興味を持つ 
数学者がいて、吉田は２０１３年夏にバンク
ーバーで開かれる代数的サイクルの研究会
に招待され講演を依頼されている。 
 
(2) コホモロジー群を用いた L 函数の特殊
値の計算 
 

実二次体上のヒルベルトモジュラー形式に
対して、二次元のコホモロジー群を用いて 
L 函数の特殊値の比が計算可能であることを
示した。これは一変数のときに志村五郎氏が 
１９５９年に発表した計算以来５０年ぶり
に得られた多変数への拡張である。計算の鍵
は具体的にモジュラー形式に対応するコサ
イクルを書く事と、このコサイクルを放物条
件を用いて扱う技術である。 
副産物として L函数の特殊値と関係しない 
ヒルベルトモジュラー形式の周期について
若干の結果が得られた。ヒルベルトモジュラ
ー形式の L函数の特殊値については、ランキ
ンーセルバーグ法を使う志村の方法もある

が、コホモロジーを使う方法も興味深い。 
実際海外の研究会などで講演しても、おおむ
ね好評であった。 
 
(3) セルバーグのゼータ函数の例外的零点と
非合同部分群の研究 
 

１９５６年にセルバーグはフックス群のゼ
ータ函数を定義し、この函数は実軸上の有限
個の例外を除いてリーマン予想をみたすこ
とを示した。この例外的零点については実際
に存在する例があることをセルバーグとラ
ンドルが１９７４年までに示した。 
まずこの例外的零点の非常に簡単な例を構
成した。この例はココンパクトな捩れのない
フックス群をとり、適当な位数有限な指標の
核を取ることで得られる。ところで算術的な
フックス群のセルバーグゼータ函数は例外
的零点を持たないと予想されている。これは
セルバーグの予想と呼ばれるが、一般的なラ
ングランズの函手性原理から従うことが示
される。今最初にとったフックス群が算術的
な場合、例外的零点を与えるフックス群は、
この予想から、非合同部分群であると考えら
れる。実際にこの方法でココンパクトな算術
的フックス群の非合同部分群が得られるこ
とを証明した。この結果を与えた文献は今ま
でないようである。さらに同様の方法で古典
的なモジュラー群の非合同部分群が得られ
ることを示し、非合同部分群についてのモジ
ュラー形式の簡単な構成法を与えた。 
 
(4) Weng 氏の非アーベルゼータ函数の函数
体類似の研究 
 

Weng 氏は非アーベルゼータ函数を導入した。
その後、小森、鈴木、Ki, Weng 氏らの（共
同）研究でこの函数はリーマン予想をみたす
ことが（一般には有限個の零点を除いて）わ
かってきた。吉田は階数２で基礎の体が有限
体上の一変数代数函数体のとき、Weng 氏の
ゼータ函数の類似物はリーマン予想をみた
すことを証明した。 
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