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研究成果の概要(和文)：Bernoulli数、Genocchi数及び第 1・2種 Stirling数の性状を研究し、そ
れぞれの新しい漸化式と高次合成積に関する恒等式を発見した。また一般化された Frobenuis–
Euler (FE)数と多項式に関して、基本関係式とKummer型合同式を証明をした後、FE数に対
応している L型関数を構成した。一方、素数の非正則性に対する新しい判定基準を議論すると
共に、非正則対について数値実験から多くの興味深い特性を観察した。

研究成果の概要(英文)： We studied special properties of Bernoulli, Genocchi and Stirling
numbers of both kinds and discovered new recurrences and higher-order convolution identi-
ties. Concerning generalized Frobenuis-Euler numbers and polynomials, we constructed the
corresponding L type function after proving basic relations and Kummer type congruences.
On the other hand, we discussed new criteria for irregularity of primes and also observed
many interesting properties of irregular pairs from numerical experiment.
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１. 研究開始当初の背景
(1) Bernoulli 数とその多項式はゼータ関数と
深く関係し、昔から数学と物理学において極
めて重要な研究対象であった。特に数論にお
いては、基本となるEuler-Maclaurinの総和公
式、von Staudt-Clausenの定理、Kummerの
合同式などが古くから知られており、近年にお

いても代数体の類数の研究や p-進 L関数の構
成などにおいて重要な役割を担ってきた。漸化
関係や合成積についても、Ettingshausen、Eu-
ler、Saalschütz、Ramanujanなどの古典公式
を含め Bernoulli数の性状を記述する数多くの
公式が発見され、様々な形で応用されてきた。
Bernoulli数と深く関わる Euler数、Genocchi



数、第 1・2種 Stirling数、Nörlund数、その
他の数についても同様である。近年、数え上げ
理論と組合せ数論の進展によって新たな手法に
よる Bernoulli数の研究が盛んに行われ、多く
の注目すべき成果が発表されている。

(2) 代数体の類数、特にその素因数の探索はイ
デアル類群の構造を解明する上で非常に重要で
ある。例えば、素数円分体 Q(ζp) のイデアル
類群の Sylow p-部分群AはG =Gal(Q(ζp)/Q)
とするとき Z[G]-加群であり、群環のベキ等元
を使えばA =

⊕
i Aiと分解される。Herbrand-

Ribetの定理及びKummerの補題から Ai 6= 0
⇐⇒ p | Bp−i =⇒ p | h−

p (Bp−i は Bernoulli
数、h−

p はQ(ζp)の相対類数)が成立するが、こ
こで Bernoulli数と相対類数の p-整除性、すな
わち素数 pの正則・非正則性が問題となる。実
類数 h+

p に関するVandiver予想、Demyanenko
型行列とその行列式の代数的意味付けなどを含
めて、多くの未解決問題が残されている。

(3) 非正則素数が無限に多く存在することは
Jensen の結果により昔から知られているが、
正則素数の無限性については未だに解明され
ていない。Siegelは発見的議論に基づき素数に
おける正則素数の密度は 1/

√
e ≈ 0.6065、従っ

て非正則素数の密度は 1−1/
√

e ≈ 0.3935であ
ると予想した。Buhler、Crandall、Metsänkylä
達による素数 p < 12 × 106 に対する正則・非
正則性の検証では、Siegel予想の信憑性を裏付
ける観察結果が報告されている。基本区間にお
ける非正則対の特性とその個数である非正則指
数の評価に関する研究は困難を極め、相対類数
の大きさから演繹された僅かな結果しか知られ
ていない。また任意に大きな非正則指数をもつ
素数が存在するであろうと予想されているが、
これについては解決の目処さえ立たない。

(4) Ankeny-Artin-Chowla (AAC)予想は、実 2
次体Q(

√
p) (p ≡ 1 (mod 4))の基本単数を ε =

(t+u
√

p)/2とするとき、p - uが成立することを
主張している。Dirichletの類数公式から派生し
た Kiselevの合同式 hu/t ≡ B(p−1)/2 (mod p)
(hは Q(

√
p)の類数)を経由して、種々の同値

な条件が発見されてきた。これらは Bernoulli
数、Fermat商、Wilson商、平方剰余と平方非
剰余それぞれの積、Lerch 型合同式などと関
係がある。一方で特殊な 2 次無理数、例えば
(1 +

√
p)/2などの連分数展開における周期の

長さと近似分数の特性が議論され、AAC予想
の研究に応用されてきた。新しい判定アルゴル
ズムに基づく数値実験では、2× 1011以下の全
ての素数 pに対してAAC予想が成り立つこと
が確認されている (van der Poorten、te Riele,
Williamsの結果による)。

２. 研究の目的
本研究では幅広い分野からの情報とアイデアを
参考にしながら、上で述べた各種研究課題と未
解決問題に取り組むこととした。具体的には、
Bernoulli数及びそれと関連するGenocchi数、
第 1・2種 Stirling数などの性状を総合的に研
究し、知られている結果を自然な形で一般化す
ると共に、新しい関係式を開発、証明する。非
正則素数の特性と判定法に関しては、主として
Bernoulli数と円分体の相対類数の p-整除性の
視点から議論を進め、イデアル類群の構造の一
端を解明することを目指す。また数値データか
ら非正則素数の分布状況を予測し、理論的検証
を試みる。AAC予想については、2次無理数
の連分数展開の特性を利用して解明に努める。
以上が本研究における主たる目的である。

３. 研究の方法
本研究では連携研究者との討論の場を頻繁に
持って情報の交換を行うと同時に、国内外の研
究集会や国際会議にも参加して、同種の研究
課題に携わっている研究者達 (K. Dilcher、L.
Skula、T. Metsänkylä、P. Ribenboim、その
他) との学術交流を積極的に行った。数学上の
主な研究手法としては、代数的数論と p-進解
析からのアプローチ、数え上げ理論と組合せ数
論の応用、近似理論と各種評価式の応用、特殊
素数判定アルゴリズムと分布関数の応用などで
あった。

４. 研究成果
(1) Bernoulli数、第1・2種Stirling数、Nörlund
数の性状を研究し、それぞれの特殊漸化式を開
発すると同時に、高次多重合成積に関する存
在定理を完成した。Bernoulli数と深く関係す
る Genocchi数と Eulerian数の性状も研究し、
Carlitzの結果を拡張して高次合成積に関する
一般公式を開発、証明した (K. Dilcher氏との共
同研究による)。また一般化された Frobenuis-
Euler (FE)数と多項式については漸化関係と
合成積に関する基本公式を求め、p-進極限を利
用して Kummer型合同式に簡易な証明を与え
た。更に FE数に対応している L型関数を構
成した (山中雅史氏との共同研究による)。

(2) 正則・非正則素数に対して新しい判定基準
を議論し、数値実験によって非正則対に関する
様々な興味深い特性、例えば対称な非正則対の
非存在性などを観察した。理論的な検証と定式
化は今後の課題である。非正則指数については
Skulaによる評価式の改良を試みたが、出現し
た評価式の複雑さが原因で期待した成果は得
られなかった。これも今後の課題として残され
た。一方で 2 次多項式によって生成される素



数を研究し、初等的な方法を用いて任意に与え
た x > 0以下の素数の個数を正確に記述する
Legendre型公式を求めた。しかし、この種の
素数の分布状況，特に無限に多く存在するかど
うかについては Hardy-Littlewood予想と関係
しており、簡単に解決できそうにはない。

(3) AAC予想については、2次無理数の連分数
展開を利用してこの課題と取り組んだ。その結
果、2 次無理数

√
d (d は完全平方でない自然

数)の単純連分数展開における周期の長さが 5
と 7の場合に、dの一般形を決定することがで
きた。これを d = pに適用することによって、
ある類の素数に対してAAC予想が成立するこ
とが証明された (谷口哲也・服部敦史両氏との
共同研究による)。この結果は任意の奇数周期
の場合に拡張が可能であり、更に大きな類の素
数に対して AAC予想の検証が期待される。
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