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研究成果の概要（和文）：ゼータ関数の関数等式に同値なすべての等式をフォックス H-関数の

範囲で書き出し、これまでに蓄積されて来た膨大な等式を同定すると共に、新しい有用な式を

見出して、数論を含む数学一般、自然科学への応用を目指すことが目的です。プラナの和公式、

短区間指標和の公式、数論的フーリエ級数の等式をモジュラー関係式として確立できることを

示しました。 

 

研究成果の概要（英文）： 

The purpose of the present research is to locate all the identities that have been 

assembled in the last 150 years after Riemann, equivalent to the functional equation for 

a wide class of zeta-functions in terms of Fox H-functions and by locating them in terms 

of the Meijer G-functions, to find new identities that are useful not only in mathematics 

but also in other scientific disciplines. In the year 2011, we were able to accomplish 

this task in the following setting: the origin of Plana’s summation formula, the formula 

for short interval character sums and arithmetical Fourier series 
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１．研究開始当初の背景 

それまで 20 世紀の特殊関数は，ベッセル

関数であり，21 世紀は超幾何関数であろうと

いう位の感触しかありませんでしたが，研究

開始段階でメリンバーンズ積分を多重ガン

マ因子の商の場合に考察することが，当時進

行中の大統一理論を胚胎するもとになった

と思われます．ただ，文献中では，最も有名

なエルデリーの「高等特殊関数」でも H-関数

というより，メリン-バーンズ積分の名で呼

ばれており，さらに，最近のパリス-カミン

スキ「漸近式とメリン-バーンズ積分」も内
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容は，H-関数でありながら，その名称は，p.63

に一度出てくるだけであり，統計等への応用

を除き，余り注目されておりませんでした．

1978 年頃に行ないました研究で，マイヤーG-

関数が出てまいりましたが，恐らく，あまり

役に立たないものと考えて 30 年間放置して

おいた次第です． 

関数等式の両辺がゼータ関数の 1次結合で

あるような「分岐型関数等式」に同値なモジ

ュラー関係式を求めた論文において，30年間

を超克して，ようやくある程度形が見えてま

いりました．論文中ではエリザルデ等の行っ

ている，ゼータ正規化の式を，マイヤーG-関

数を用いて導出しております．また，前半で

は，1850 年頃アイゼンシュタインが行なった

研究をその後 100 年後に再び，オーベルヘッ

ティンガーが行い，それが，エルデリーの書

に載っていることを解明いたしました．関数

等式を 2回使うと，もとに戻りますが，それ

を認識しないと，もとに戻っていることが分

からないという典型的な例であります．有名

なチャウラセルバーグ（積分）公式も類似の

歴史をもち，150 年前にマルムステンが研究

し，20 世紀初めにランダウが特殊な場合を，

最後にチャウラセルバーグが 50 年後に一般

的な形で叙述しました． 

この段階で既に，超幾何関数の範囲では,

すべてを包括しきれないという感触があり

ましたので，本科学研究費補助金の課題は，

「フォックス関数とゼータ関数」といたしま

した． 

 
２．研究の目的 

本研究では，多重ガンマ因子の場合に「関

数等式に同値な等式」をすべて求め，その成

果を特殊関数の新展開に応用し，特殊関数の

有用性を通して数学の実用性をアピールす

ることです．これまでの 10 年間の研究によ

り，当初，超幾何関数の枠内で納まると考え

ておりましたものが，その枠をはみ出すもの

が見つかったことから，実は，「フォックス

H-関数」の枠が正しいものと予想でき，その

intrinsic な性質の中に，ゼータ関数の性質

が反映されており，したがって，H-関数によ

る等式を書き出してしまえば，これまで未知

であったゼータ関数の性質が自然に明らか

になるという道が開けてまいります．すなわ

ち，リーマン以来 150 年間に渡って精力的に

研究されてきた様々な等式（および漸近式）

がどの（H-関数の特殊な場合であるマイヤー

G-関数等による）具体例に当たるかを同定し

て行けば，労せずして未知の有用な等式を見

出すことができ，最終的には，ゼータ関数の

海のチャートを作成することが可能となる

ことが期待されます．それらは当然，特殊関

数論の新等式になり，特殊関数の有用性を通

して実用性が期待されます． 

 
３．研究の方法 

数学研究に際し，他分野の実験に当たるもの

が，直接参加型の（集中）セミナーでありま

す．これまでの経験で，セミナーにおけるデ

ィスカッションのほんの些細なコメントか

ら重大なヒントを得たことが数限りなくご

ざいます．聞いたときには，何の関係もなく

思えたものが，次第に発酵して，大きなアイ

デアの基になったと考えます．平成 17 年─

19 年の科研費補助金におきましても，初年度

に，数人の世界のトップ研究者に集まって頂

き，集中的にディスカッションを行なえまし

たことがそれ以降の研究の進展に陰に陽に

非常に効果的でありました． 

 
 
４．研究成果 

研究成果概要に詳しく述べました通り，

目指しておりました，モジュラー関係式

の具体例が数多く得られました． 

ガンマ因子を分母として他方に移した形



のものに，プロセスガンマ因子をかけて加工

するタイプのものです．右辺のガンマ因子は

かなり複雑なものとなりますから，そのブロ

ムウィッチ積分を具体的に既知の特殊関数

で表示すること自体が挑戦的な問題になり

ます．とくに，コシュリャコーフ，セーガル

等の研究に現れておりまして，平成 18 年頃

の研究代表者の論文で取り扱っております． 

ブロムウィッチ積分がガンマ因子の極を

分離していない場合．積分路を移動して，途

中の極における留数の計算等． 

加工した後の特殊関数級数において，当該

の特殊関数の第 1項による近似として得られ

るタイプ．多くの文献では，それを誤差項の

評価としておこなっているため，見通しがよ

くない．とくに近似関数等式の扱いはこのタ

イプに属します． 

関数等式を何度も用いるタイプのもの─2

回使えば元に戻るはずですが，大体において

別物になっております． 

 共同研究者塚田春雄氏との 10 年余に

渡る共同研究において進展してまいり

ました，「ゼータ関数論三部作］の第 1

巻「 Modular relation supremacy」を

2012 年中にワールドサイエンティフィ

ック社より出版致します。 
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