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研究成果の概要（和文）：射影多様体の極小自由分解は定義イデアルの代数的な複雑さを表す重要な不変量である。マ
ンフォードにより導入されたカステルヌボー・マンフォード正則量は定義イデアルの複雑さを表す量である。ブックス
バウム多様体のカステルヌボー・マンフォード正則量は次数および余次元で表されるカステルヌボー型の上限を持つこ
とが知られていた。本研究においては、ブックスバウム多様体の正則量がカステルヌボー型の上限もしくは２番目の上
限を満たすときは、有理線織射多様体もしくはデル・ペッツォ多様体の因子となることを示した。さらに、正則量の応
用として、多重射影空間上のベクトル束のホロックス型の分裂判定法を求めた。

研究成果の概要（英文）：The minimal free resolution of a projective variety is one of the most important a
lgebraic invariants measuring the complexity of the defining ideal of the variety. My research focuses on 
bounding the Castelnuovo-Mumford regularity introduced by Mumford. Upper bounds on the regularity of Buchs
baum varieties is known to be described in terms of the degree and the codimension of the variety. I have 
obtained that a Buchsbaum variety with extremal and next-extremal case having Castelnuovo-type regularity 
bound is a divisor on either a variety of minimal degree or Del Pezzo variety. Also I have obtained a Horr
ocks-type criterion on the splitting of vector bundles on multiprojective space as an application of Caste
lnuovo-Mumford regularity.
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１． 研究開始当初の背景 
 

(1) 射影多様体の極小自由分解を表す重要な
不変量であるカステルヌボー・マンフォ
ード正則量の上限を表す問題は空間曲線
についてカステルヌボーが研究したこと
から始まる。1980 年代のグルーソン・ラ
ザースフェルト・ペスキンの結果は、正
則量が射影曲線の次数と余次元を用いた
上限を持つというものであり、彼らの論
文は、上限を持つ場合の射影曲線の性質
を調べている。以来、アイゼンバッド・
後藤予想と呼ばれるカステルヌボー・マ
ンフォード正則量の上限を表す不等式が
研究されてきた。予想が立てられて 20 年
以上経過したが、未解決の問題として残
されている。 
 

(2) ブックスバウム環の研究において、1980
年代にスツックラード・フォーゲルはブ
ックスバウム多様体の場合は正則量が超
平面切断において不変であることを示し、
高次元射影多様体の場合を射影曲線に帰
着させることによって、ブックスバウム
多様体のカステルヌボー・マンフォード
正則量は多様体の次数と余次元で上限を
得るという結論を得た。しかも、(1)より
も強いカステルヌボー型の不等式を得た。
このアイディアを元に、研究代表者であ
る宮崎はホアとの共同論文において、一
般の射影多様体にも適用できることを示
した。しかしながら、不等式の「程度」
が十分でなく、改良できる余地があった。
その後、ナーゲル、シェンツェルらによ
り、多少の改良がなされているが、まだ
十分ではない。 
 

(3) グレブナー基底理論に代表される計算代
数幾何学の発展に相俟って、多項式イデ
アルの極小自由分解を求める計算可能な
ソフトウェアが普及し、それに連動して
カステルヌボー・マンフォード正則量の
研究が進んできた面もある。実際、
Math.Sci.Net で `Castelnuovo-Mumford 
regularity' を検索すると、約 200 編の
論文がヒットするが、このうち約 150 編
もの論文は 2000 年以降に発表されたも
のであった。つまり、流行しているテー
マの一つであると考えられる。 

 
２． 研究の目的 

 
射影多様体の定義方程式、つまり多項式環に
現れる斉次式で生成された多項式イデアル
についての研究は、ヒルベルトのシジジー定
理に遡れる様に、古くからの代数幾何学の研
究課題の一つである。射影多様体の定義方程
式の複雑さは、座標環もしくは定義イデアル
のシジジーを通して、極小自由分解によって
表される。射影多様体の定義式の次数を制御

する量であるカステルヌボー・マンフォード
正則量は極小自由分解により定まる最も重
要な不変量であり、カステルヌボーのアイデ
ィアを元にして、マンフォードによって導入
された。本研究の目的は、射影多様体のカス
テルヌボー・マンフォード正則量の上限を射
影多様体の基本的な不変量で表すこと、およ
び、その上限に近い射影多様体を分類するこ
とである。もちろん、いくつかの有名な予想
があり、それが解決することがベストである
が、幾ばくかの条件の下に上限を得ること、
および、ボーダーラインの多様体を分類する
ことから研究を始めて、大きい目標に近づく
ことが方針である。それと同時に、多重射影
空間への応用など、カステルヌボー・マンフ
ォード正則量の類似の理論を組み立てて、ベ
クトル束など関連した話題への応用を考え
ることもこの研究の目的である。 
 
３． 研究の方法 
 
射影空間上有限個の斉次多項式の零点とし
て定義される代数多様体の座標環の極小自
由分解を記述することを目標に研究を進め
た。カステルヌボー・マンフォード正則量に
焦点を当てて、射影多様体もしくは多項式イ
デアルの他の代数的不変量との関係などに
ついて調べた。射影多様体の正則量、多項式
イデアルの極小自由分解の研究は、可換環論、
射影代数多様体、計算代数全般に関わってい
る。問題意識を共有し、お互いの研究を理解
する分担者、連携研究者、研究協力者を集め
て、セミナーを重ねることにより、研究の進
展を図った。佐賀大学においては、月２回程
度のセミナーを行い、各自の研究を発表した。
市川は、数論幾何学の専門家であり、研究代
表者とは違った見方のアドバイスも聞けた。
岡田は高次元代数幾何学の専門家であり、寺
井は、組合せ可換環論の専門家であり、スタ
ンレー・ライスナー環の極小自由分解の記述
を通して、カステルヌボー・マンフォード正
則量に詳しい。この２名と佐藤榮一（九州大
学名誉教授）を含めて頻繁にセミナーなどを
行った。また、国際研究集会での講演および
研究集会での開催などにより、研究情報の交
換および研究の進展を得た。2009 年 1月に佐
賀大学で国際研究集会を開催し、連携研究者
にも講演してもらうとともに、外国人研究者
と射影多様体の極小自由分解の最近の話題
を議論した。とくに、シャルダン（パリ第６
大学）、カク（KAIST、韓国）を招聘し、実り
ある研究集会になった。2010 年 1月にハノイ
で開催された国際研究集会で発表し、ホア
（ハノイ数学研究所）ら関連の研究者とこの
問題について議論した。このような研究集会
を通じて、連携研究者とはお互いの研究の進
展を得た。野間は、射影曲線の正則量と割線
の関係や、これらの不変量に関連した射影多
様体の分類について多くの結果を得た。尼崎
は余次元２の射影多様体の座標環の極小自



由分解の専門家であり、いくつかのアドバイ
スを受けた。尾形は、トーリック多様体の定
義イデアルの生成元やシジジーについて成
果をおさめた。 
 
４．研究成果 
 
(1) 射影多様体のカステルヌボー・マンフォ

ード正則量の上限についての研究を進め
た。正則量が射影多様体の次数と余次元
による式の上限で表される、正確にいう
と、正則量の上限が射影多様体のデルタ
種数＋２となることはアイゼンバッド・
後藤予想として未解決の問題である。一
方、射影多様体のカステルヌボー・マン
フォード正則量が次数と余次元によるカ
ステルヌボー型の上限を持つことはブッ
クスバウム多様体の場合には知られてい
る。この上限に近い多様体の分類を考え
た。ブックスバウム多様体の次数が余次
元に対して、十分に大きい場合は、ボー
ダーラインは有理線織多様体の因子、ボ
ーダーラインの一つ下はデル・ペツォ多
様体の因子となることを得た。つまり、
射影多様体のカステルヌボー・マンフォ
ード正則量とカステルヌボー型の次数と
余次元の比較の式があり、最初のケース
はデルタ種数０の射影多様体の因子、次
のケースはデルタ種数１以下の射影多様
体の因子となり、もちろん因子はある程
度具体的に記述できるということである。
したがって、ブックスバウムとは限らな
い一般の射影多様体の正則量について、
類似の上限および類似の分類があること
が推測される。 

 
(2) 射影空間のセグレ積上のベクトル束につ

いて、それが直線束の直和になるための
コホモロジー的な判定法を考えた。セグ
レ積上のベクトル束についてコーエン・
マッコーレー性は必ずしも直線束の直和
になることを意味しない。ここに射影空
間との違いがある。多重射影空間上の正
則量についてバリコ・マラスピナのアイ
ディアから始まる多重カステルヌボー・
マンフォード正則量の巧みな定義はこの
橋渡しをする。これによって、セグレ積
上でのベクトル束が直線束の直和になる
ための十分条件を拡張することができた。
正則量の特徴は多重射影空間上の場合で
も「ベクトル束の大域生成」が成立する
ことが肝要である。本来のホロックス判
定法は射影空間上のＡＣＭベクトル束は
直線束の直和であるということであるが、
これに対して、正則量を用いた別証明を
与え、その延長上で多重射影空間につい
ての類似の定理を得るという手法を取っ
た。 
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