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研究成果の概要（和文）：CR 構造の接触形式を固定したプシュードハーミッシアン幾何学の，
基本線形微分方程式系を決定し，この方程式系の可積分条件が，プシュードハーミッシアン構

造の田中‐ウェブスター接続の捩率と曲率の両方の消滅条件と一致することを示した．また，

一つのルートに対応する部分群により定まるリー･テンソル積構造は，放物幾何学の基本構成分

子となるものであるが，その上での解析の基礎となる接続を確定した． 
 
研究成果の概要（英文）：We decide the fundamental system of linear differential equations 
for pseudo-hermitian structures which are given by fixing a contact form of a CR-manifold.  
The integrability condition of the system coincides with the vanishing of the torsion 
and the curvature of the Tanaka-Webster connection. The Lie tensor product structure  
defined by one root is fundamental element of parabolic geometry. We give the 
connection of the structure for the basis of the analysis. 
 
交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2009年度 1,100,000 330,000 1,430,000 
2010年度 1,000,000 300,000 1,300,000 
2011年度 1,000,000 300,000 1,300,000 
総 計 3,100,000 930,000 4,030,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学･幾何学 
キーワード：シュワルツ微分，放物幾何，リー構造 
 
１．研究開始当初の背景 
微分方程式系の幾何学的研究は，今からおよ
そ１３０年前に，ノルウエーの数学者 リー 
により創始されたが，その後 グルサ，ダル
ブー，カルタン などにより，微分形式によ
る方法により飛躍的発展をとげた．この微分
形式の方法は，局所的な計算を展開するのみ 
ならず，座標を直接には用いないゆえに，大
域的な問題も同時に考えることを可能にし
ている．しかしながら，その概念の中には，
現代数学においてもまだ十分には理解され
てはいないものも，発展の余地のあるものも

含まれており，さらなる整備による進歩が待
たれているといった状況であった． 
研究代表者は，吉川敦子との共同研究で３

階の常微分方程式の接触同相による分類問
題をカルタンによる動標構の方法で田中昇
の理論を用いて完全に解決した．その結果は
次のものである． 
３階の常微分方程式が二次関数を解とす

る自明な方程式に 1次ジェット空間の接触同
相で移る条件は，方程式を定める関数が，2 
階微分の 3次以下の関数であり，各次数項の
係数である 4 つの関数 P,Q,R,S は，平坦条
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件と呼ばれる４つの偏微分方程式系を満た
しているときである． 
３次元接触空間の接触同相 f は４つの関

数 P,Q,R,Sを定義するが，それらは，f の２
階までの偏導関数達の有理関数で表される．
これは，平面の正則変換から定められる高次
のシュワルツ微分と（可換なべクトル場によ
る２次の微分を非可換なベクトル場による
ものとするという対応で）形が同じであり，
接触同相のシュワルツ微分と呼ぶことがで
きる．シュワルツ微分が全て消えていれば，
その接触同相は線形射影接触同相であると
いうことが従う．高次のシュワルツ微分は，
それを係数とする線形偏微分方程式系を与
えることができて，シュワルツ微分の偏微分
方程式による平坦条件がその線形偏微分方
程式系の可積分条件となり，解達の射影化に
より，シュワルツ微分を与えた正則変換が再
生される．さらに係数に特異点を考えること
により，有用な超幾何微分方程式系を構成す
るというのが，シュワルツ・プログラムと呼
ばれているものである． 
研究代表者は，連携研究者小沢哲也との共

同研究で，シュワルツ微分が係数となる線形
偏微分方程式系を，非可換な二つのベクトル
場（ハイゼンベルグ群不変性をもつ）による
偏微分方程式系として定め，その微分方程式
系の積分可能条件が，まさしく平坦条件と一
致することを示した．その解全体の空間には，
シンプレクティック構造が入り，その包合的
元から，元の接触写像が再現されることもわ
かった．このように，解から接触変換を作り
出すような方程式系は，いままでの可換な偏
微分方程式論では不可能なことなので，新し
い非可換偏微分方程式論のはじまりとなる
と考えられた． 
 
２．研究の目的 
古典的な高次のシュワルツ微分は，それを
係数とする線形偏微分方程式系を与えるこ
とができて，シュワルツ微分の偏微分方程
式による平坦条件がその線形偏微分方程式
系の可積分条件となり，解達の射影化によ
り，シュワルツ微分を与えた正則変換が再
生される．さらにシュワルツ微分による係
数に特異点を与えることにより，有用な超
幾何微分方程式系を構成するというのが，
シュワルツ・プログラムと呼ばれているも
のである．研究の目的は，これを接触幾何
の分野の中で，物理への応用をふまえつつ，
さまざまな幾何構造に対して完成し，冪零
な構造への一般論に拡張して，それらを，
配置空間の一意化問題などに応用するのが
目的である．経済学での効用理論を支配す
るウエッブの理論にも関連することがわか
ってきたので，社会科学への応用も可能と
思われる． 

３．研究の方法 
幾何学的同値問題の研究に有効であると

信じられているが，その難解さ故，まだ一般
の数学者が使いきれてはいない方法として，
微分形式を使うカルタンの動標構の理論が
ある．階数付きリー代数と調和積分理論を用
いてカルタンの理論の現代的再構成を与え
たのが，田中昇の正規接続の理論である．こ
れは，単純リー代数に対して統一的方法であ
るから，等方群の異なる放物型幾何どうしの
間の接続のツイスター対応を明示すること
も可能であり，いまだ解明の進んでいない幾
何構造の研究にも非常に有効なものである
と考えられる．田中理論の基本定理は次のよ
うなものである． 
 定理． 実数体上の単純階数付きリー代数 
g がスペンサー･コホモロジーの消滅条件を
満たしているとする．多様体 M 上に g の負
の階数部分をモデルとする幾何構造が与え
られたとき，M 上に主束 P とその上の g 値
の１次微分形式である 正規カルタン接続が
存在して， M 上の幾何構造の同型類と正規
カルタン接続の接続同型類が 1対 1 に対応す
る． 
 スペンサー･コホモロジーの消滅条件は具
体的に計算され，沢山のものがこの条件を満
足していることがわかっている． 
 
４．研究成果 
具体的には次のような結果が得られた． 
(1) 複素多様体内の擬凸な領域の境界をモ
デルとした重要な幾何構造として コーシー
-リーマン構造があり，単に CR 構造と呼ばれ
る．CR 構造は，接触分布とその分布上での積
分可能な複素構造により定義される．接触分
布は，接触形式を零化するものであり，接触
形式を非零関数倍した接触形式は，同じ接触
構造を与える．CR 構造の接触形式をひとつ固
定した構造をプシュードハーミッシアン構
造，ここでは PH 構造と省略する．PH 構造は
CR 構造の基本的な下部構造であり，単一な 
田中-ウェブスター接続が入る．この接続の
捩率と曲率の消滅が，PH 構造が平坦なものと
PH 同型になるための条件となる．この PH 同
型の具体的な構成は接続から直接作られる
わけではなく，別の議論が必要である．研究
代表者は連携研究者の小沢哲也との共同研
究で次のような線形微分方程式系を構成し
た．  
 3 次元 PH 構造は，局所的に平坦構造との複
素構造の違いを表す複素関数 σと接触形式
の違いを表す実関数τにより表現される．こ
のとき，σを用いて表現されるハイゼンベル
グ余微分場とτによって表される 2本の 2階
線形微分方程式系を構成することが出来た．
この方程式系 (F) は 3 次元 PH 構造の基本線
形微分方程式系と呼ばれるべきもので，次の



 

 

性質を持つ． 
 ① σとτの定めるPH 構造の捩率と曲率が
消滅していれば，線形微分方程式系(F) は可
積分である． 
 ① (F) が可積分ならば，その３つの基本
解系を並べて射影化したものは，平坦構造か
らの PH 同型写像を与えるものとなる． 
 
(2) 放物幾何は，単純リー群の正の単純ルー
トの部分集合により，対応する放物型部分群
による商空間をモデルとして定義される．こ
の部分集合が，ただ１つの単純ルートのみの
集合の場合がすべての放物幾何の基本構成
因子であるから，基本放物幾何と呼ぶことに
する．リー代数が古典型の場合は，A 型は，
グラスマン構造，テンソル積構造など，いろ
いろな名前がつけられて，いくつかのの研究
があるが，B,C,D 型は，重要でありながら，
ほとんど研究がなかった．研究代表者は山口
佳三との共同研究でそれらを詳しく調べた． 
 ① B,D 型．この放物型幾何構造は，接空間
が，１つの線形空間と他の非退化な内積を持
つ線形空間のテンソル積の構造を持つ部分
束をもち，その部分束は，一般型の接触構造
を満たす１次微分形式で定まっているもの
と定義される．これは，リーの球面接触幾何
をモデルにして以前に定義したリー接触多
様体の一般化にもなっており，リー･テンソ
ル距離構造と名づけることにした． 
 ② C 型．この放物型幾何構造は，接空間が，
１つの線形空間と他のシンプレクティック
形式の定まった線形空間のテンソル積の構
造を持つ部分束をもち，その部分束は，一般
型の接触構造を満たす１次微分形式で定ま
っているものと定義される．この構造をリ
ー･テンソル･シンプレクティック構造と名
づけた． 
 ③ B,C,D 型すべての場合に田中理論が適
用できて，これらは有限型の幾何構造である
ことがわかり，枠束の延長が有限で終わって，
多様体上に同型を除いて単一な主束とカル
タン接続が構成される．この曲率の消滅が幾
何構造の平坦条件となる． 
 
(3) 多様体が d 個の互いに横断的な葉層を
持つとき，d-織物という．接触多様体の d-
織物のすべての葉が，接触構造のルジャンド
ル部分多様体になっているとき，ルジャンド
ル d-織物という．接触多様体の次元が３の場
合を考える．このとき，葉の次元が 1 で接方
向が接触分布に含まれているのが，ルジャン
ドル織物の条件である．３次元接触多様体に
は，局所的にレーブ場による商空間への射影
が存在する．葉であるすべてのルジャンドル
曲線が線形のとき，線形ルジャンドル織物と
いい，線形ルジャンドル織物と局所的な接触
織物微分同相が存在するとき，ルジャンドル

d-織物を線形化可能であるという．平面上の
d-織物が線形化可能であるとき，その線形化
微分同相写像は，局所的に線形変換を除いて
一意的かというのが，グロンオールによる織
物理論の基本予想である．平面上でのこの予
想は d=3 の場合は未解決であるが，d ≥ 4 
の場合に エノーは古典的な トレッセ-カル
タンの 2階常微分方程式の線形化の理論を応
用して，肯定的に解決した，研究代表者は連
携研究者の小沢哲也との共同研究で, すで
に 3階常微分方程式の線形化の理論を完成し
ていた．これを応用すると，d ≥ 4 の場合に
はルジャンドル d-織物のグロンオールによ
る予想を肯定的に解決することが出来た．す
なわち次の定理を得た． 
 
 定理．d ≥ 4 とする．ルジャンドル d-織物
が線形化可能ならば，その線形化は射影接触
変換を除いて単一である． 
 

冪零幾何学の中では，半単純リー群の放

物型部分群による商空間をモデルとする放

物幾何が基本的であるが，その中でも，一

つのルートに対応する部分群により定まる

構造が最小の構成分子となる．本研究で，

この幾何学的構造を リー･テンソル積構造
と名付けて，その上での解析の基礎となる

接続を確定した． 従って，この接続の変化
を与えるシュワルツ微分を定義することが

可能となった．局所微分同相に対する具体

的なシュワルツ微分の表現が次の課題とし

て残っている． 
また，３階の常微分方程式の同値問題の

結果を応用して，3 次元接触多様体上のル
ジャンドルd-織物に対しての，線形化写像
の一意性に関するグロンウォール予想の証

明を得た．さらに次元を一般化して研究す

ることが問題となるが，ルジャンドルd-織
物の最高階数の有限性とその数の決定が最

初の基本的問題となる．d=3 の場合でも，
一般次元の場合の結果は知られてはいない

が，連携研究者と共同の研究で，少しずつ

最高階数の決定の問題が解明しつつある． 
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