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研究成果の概要（和文）：多様体の位相幾何学においては、５次元以上のいわゆる高次元の場合よりも、３次元・４次
元といった低次元の場合に複雑な現象の現れることが多い。本研究課題は４次元多様体の位相幾何学に関するものであ
る。特に、Lefschetzファイバー空間と呼ばれる、無数の曲面（２次元多様体）が集まって構成されているような４次
元多様体を扱っている。それを記述する際に、曲面の写像類群と呼ばれる代数的な対象が重要となる。研究の結果、写
像類群のデータを変更すると、Lefschetzファイバー空間がどのように変化するかが非常に詳しく解明された。

研究成果の概要（英文）：It is often more difficult to examine low dimensional manifolds (3-manifolds and 4
-manifolds) than to examine higher dimensional manifolds in topology. We studied the topology of 4-manifol
ds in this research project. In particular, we investigated Lefschetz fibrations, which are 4-manifolds co
nsisting of infinitely many (possibly singular) surfaces (2-manifolds). We make use of mapping class group
s of surfaces, which are algebraic objects related with surfaces, to describe Lefschetz fibrations. We fou
nd several close relations between some data in mapping class groups and smooth structures on total spaces
 of Lefschetz fibrations in this research. 
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１．研究開始当初の背景 
 ４次元多様体の位相幾何学（トポロジー）
は、1980年代初頭のFreedmanとDonaldson
による画期的な研究により多くのことが解
明され、新しい時代を迎えた。Donaldson の
仕事の流れを汲む諸研究は、今なお低次元ト
ポロジーの主流の一つであり続けている。一
方で、まだ４次元多様体の全体像が見えてき
たとは言い難く、大きな予想が次々と解決さ
れている３次元多様体のトポロジーとは対
照的に、４次元多様体に関しては単連結なも
のに限っても完全な分類には程遠いのが現
状である。 
 Lefschetz ファイバー空間はもともと
Lefschetz が射影代数多様体の位相幾何学を
研究した際に導入した Lefschetz pencil に由
来する概念であり、楕円曲面の微分同相類の
決定においても重要な役割を果たしたが、
Donaldson と Gompf により４次元シンプレ
クティック多様体との密接な関係が明らか
にされるに至ってその研究が活発化した。４
次元多様体に Lefschetz ファイバー空間の構
造を考えることの利点は、モノドロミー表現
を通して曲面の写像類群との密接な関係が
生じることである。すなわち、Lefschetz フ
ァイバー空間の同型類は写像類群の右向き
Dehn ツイストについての正の関係子の初等
変形類と１対１に対応する。これは、４次元
シンプレクティック多様体の位相幾何学的
な研究が、写像類群の元の組み合わせ的な研
究に帰着されることを意味している。 
 研究代表者は 1996 年頃から曲面上の曲面
束という特殊な４次元多様体に興味をもち、
特に Meyer の符号数コサイクルを用いて詳
しく調べていた。その副産物として超楕円的
な Lefschetz ファイバー空間の符号数が特異
ファイバーに局所化する現象を捉えていた
が、この時期に河澄響矢氏（東京大学）の主
催する研究集会において森藤孝之氏（慶應義
塾大学）の講演を聴く機会に恵まれ、それに
触発されて Lefschetz 型の特異ファイバーの
局所符号数を決定した。同時期に、足利正氏
（東北学院大学）と荒川達也氏（群馬高専）
による超楕円曲線束に対するHorikawa指数
の研究や、Donaldson と Gompf による上記
の研究が現れたこともあり、研究代表者は特
異ファイバーをもつ４次元ファイバー空間
の研究へと自然に導かれた。これまでに、
Lefschetz ファイバー空間の符号数をモノド
ロミーに内在する写像類群の関係子に関係
づけた永見誠二氏（摂南大学）との共同研究、
Lefschetz ファイバー空間の幾何を写像類群
の 有 界 コ ホ モ ロ ジ ー に 応 用 し た D. 
Kotschick 氏（ミュンヘン大学）との共同研
究、1970 年代の Chakiris による種数２の代
数曲線束に関する先駆的な研究をトポロジ
ーの観点から復古・一般化した研究など、
様々な観点から Lefschetz ファイバー空間の
研究を行っている。 
 

２．研究の目的 
 本研究課題は、曲面の写像類群の代数的理
論と４次元多様体の位相幾何学との相互関
係を深化・発展させることを目的として実施
された。より具体的には、曲面によるファイ
バー構造を一部あるいは全体にもつような
４次元多様体の位相構造・微分構造・不変量
を、写像類群の表示・コホモロジー・表現な
どとの関係から解明することを目的とした。 
 具体的な研究課題として取り上げたもの
は次の３つである。 
(1) ４次元多様体の種々の改変操作と
Lefschetz ファイバー空間との関係の解明：
４次元多様体の改変操作としてよく知られ
たものには、対数変換、結び目手術、ファイ
バー和、有理ブローダウン、連結和、分岐被
覆などがある。一方、写像類群には braid, 
chain, lantern, star, hyperelliptic などの
様々な関係子が知られており、これらを用い
て Lefschetz ファイバー空間のモノドロミー
を書き換えることができる。そこで、写像類
群のよく知られた関係子によるモノドロミ
ーの書き換えによって、Lefschetz ファイバ
ー空間がどのように改変されるのかを明ら
かにする。 
(2) Torelli 群の情報を含むような Lefschetz
ファイバー空間の不変量の構成：Lefschetz
ファイバー空間の Euler 標数、符号数、スピ
ン構造の有無については、Smith, Stipsicz, 
Ozbagci や、永見誠二氏と研究代表者の研究
により計算方法は確立されたと言ってよい。
これらは４次元多様体のホモトピー不変量
であり、モノドロミーの観点からは、一般フ
ァイバーの１次元ホモロジー群への写像類
群の作用のみから決まる不変量である。そこ
で、Lefschetz ファイバー空間のより精密な
不変量、特に写像類群のシンプレクティック
表現を経由しない不変量の構成を目指す。 
(3) broken Lefschetz fibration の具体例の組
織的な構成：2005 年の Auroux, Donaldson, 
Katzarkov による論文に端を発する broken 
Lefschetz fibration の研究は、その後いくつ
かの注目すべき結果が現れたものの、不変量
や具体例の構成などにまだなすべき課題が
多く残っている。そこで、Lefschetz ファイ
バー空間の構成に用いた手法を broken 
Lefschetz fibration の具体例の構成に生かす。
また、broken Lefschetz fibration の同型類を
特定するための代数的な情報を写像類群の
言葉で書き下す。 
 
３．研究の方法 
 上記の項目２で述べた研究の目的を踏ま
え、実際の研究を行う際に採った研究方法は
以下のようなものである。 
(1) 写像類群の関係式による置き換えを用い
たモノドロミーの構成。 
(2) Lefschetz ファイバー空間のハンドル分
解から定まる Kirby 図式とその変形。 
(3) 一 般 化 さ れ た チ ャ ー ト を 用 い た



Lefschetz ファイバー空間のモノドロミーの
記述。 
(4) 符号数コサイクルから導かれた符号数公
式に基づく符号数の計算。 
(5) Seiberg-Witten 理論やシンプレクティッ
ク幾何を用いた Lefschetz ファイバー空間の
同型判定。 
 
４．研究成果 
 項目２で述べた３つの研究課題のうち、特
に(1)に関して芳しい進展がみられた。また、
(2)についても今後の発展につながる重要な
着想がいくつか得られた。一方、(3)について
は、他の研究者によって目覚ましい結果が得
られた。(1), (2)について、具体的に得られた
結果を以下に詳述する。 
(1)４次元多様体の改変操作とLefschetzファ
イバー空間の関係については、T. Mark（ヴ
ァージニア大学）、J.Van Horn-Morris（アー
カンソー大学）両氏との共同研究により、
Fintushel-Stern の有理ブローダウンに対応
する写像類群の関係式をすべて発見するこ
とができた。これにより、当初の目的はひと
まず達成された。さらに、Park, Stipsicz, 
Szabo, Wahl による一般化された有理ブロー
ダウンに対応する写像類群の関係式をも発
見することができた。また、関係式に置き換
えによって有理ブローダウンを実現するよ
うな具体例を構成することもできた。これら
の結果は平成 23 年に Journal of Topology 誌
に発表された。Y. Z. Gurtas（クインズボロ
ー大学）との共同研究によって得られた結果
は、アメリカ数学会の機関誌に発表された。
コルクツイストやプラグツイストとモノド
ロミーの関係については、浮田卓也氏（東京
工業大学大学院生）によって非常に興味深い
結果が示されており、その詳細を知る機会に
恵まれた。 
(2) Lefschetz ファイバー空間の新しい不変
量の構成に関しては、鎌田聖一氏（大阪市立
大学）と共にチャート表示を用いたアプロー
チを行い、いくつかの着想を得た。これらの
中から新しい不変量が構成される可能性が
あり、本研究課題終了後も研究を継続するこ
とにした。また、一般の種数の超楕円的な
Lefschetz ファイバー空間のチャート表示の
研究を鎌田氏と行い、超楕円的 Lefschetz フ
ァイバー空間のファイバー和に対する安定
化定理を証明した。さらに、ファイバー和に
よって安定化する具体例の構成にも成功し
た。このようなチャートの応用については、
田中心氏（東京学芸大学）や長谷川功氏（厚
生労働省）も交えて共同研究を行い、不変量
の構成・安定化定理の証明・同型の判定など、
様々なチャートの可能性について考察中で
ある。尚、鎌田氏との最初の共同研究による
結果は、Topology and its Applications 誌に
掲載が決定した。 
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