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研究成果の概要（和文）：一般化された旗多様体に関して、等方部分群により４つの既約成分に

分解される場合に、等質なアインシュタイン計量をすべて決定した。また、５、６個の既約成

分に分解される場合のいくつかの一般化された旗多様体についても、非ケーラーな等質アイン

シュタイン計量が存在することを示した。次数付き半単純リ‐環のパラボリック・リ‐部分環

に対応してできる巾零部分群を拡張してできる可解リ‐群、すべてに、アインシュタイン計量

が存在すること示した。リッチ平坦なコンパクト擬ケーラー可解多様体を多く構成した。 
 
研究成果の概要（英文）：For generalized flag manifolds, we completely classified homogene- 
ous Einstein metrics in case that these have four isotropy summands. Moreover, in the 
cases when generalized flag manifolds have five or six isotropy summands, we obtain the 
existence of non-Kähler Einstein metrics on these spaces. For solvable Lie groups which 
are obtained by the extensions of nilpotent Lie subgroups corresponding to the parabolic 
Lie subalgebras of garaded semi-simple Lie groups, we have proved that there exist always 
Einstein metrics. We also constructed many compact pseudo-Kähler solvmanifolds with 
flat Ricci tensor.    
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１．研究開始当初の背景 
等質空間上の等質なアインシュタイン計量
の研究は、リッチテンソルの符号により３つ
の場合に分かれる。すなわち、リッチテンソ
ルが正の場合、０の場合、負の場合である。 
(1)リッチテンソルが正の場合、等質空間は 
コンパクトで基本群は有限となることが知

られている。Wang-Ziller は、等質なアイン
シュタイン計量の存在しない１２次元の等
質空間をみつけた。一方、低次元の等質空間 
等質なアインシュタイン計量がが存在する
かという問題は、 Nikonorov-Rodionov,  
Böhm-Kerr らにより考察され、2006 年に
Böhm-Kerr により、１１次元以下のコンパ
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クト単連結等質空間には、等質なアインシュ
タイン計量が存在することが示された。また、 
群を固定したときの等質空間上の等質なア
インシュタイン計量をすべて求めよという
問題は、2003年に Nikonorov-Rodionovによ
り７次元以下のコンパクト等質空間に対し
ては、３次元球面の２つの直積を除いて、等
質なアインシュタイン計量がすべて決定さ
れている。また、Böhm-Wang-Ziller は 等
質空間上の等質なアインシュタイン計量の
モデュライ空間の連結成分は有限で、各連結
成分はコンパクトであることを示した。さら
に、群のランクとその等方部分群のランクが
等しくなるような等質空間上の等質なアイ
ンシュタイン計量は有限個であるという予
想をたてている。一方、２次元球面と３次元
以上の奇数次元球面の直積には、無限個の同
値でない推移的な群作用が存在し、各作用は
等質な体積１のアインシュタイン計量 を一
つのみ許容し、さらに、アインシュタイン定
数は０に収束することを示した。また、コン
パクト・リー群上の左不変なリーマン計量に
関して、1979 年に D’Atri-Ziller は、いつ計
量はナチュラリイ・レダクティブになるかを
調べ、多くのナチュラリイ・レダクティブな
等質なアインシュタイン計量を見いだした。 
また、ナチュラリイ・レダクティブでないア
インシュタイン計量は存在するかという問
題を提出している。 
(2) Alekseevsky-Kimelfeldの定理により、リ
ッチテンソルが０の場合はリーマン計量は
平坦になることが知られている。しかし、擬
リ‐マン計量に関しては、リッチ平坦擬リ‐
マン計量をもつ平坦でない可解リ‐群が存
在することが知られている。 
(3) リッチテンソルが負の場合、作用するリ
‐群は非コンパクトとなるが、今までに知ら
れている非コンパクト等質空間上の左不変
なアインシュタイン計量はすべて可解リ‐
群上の左不変計量としてあらわされる。非コ
ンパクト対称空間はこれの最も古典的な場
合であるが、これ以外の初めて例は、1985
年に Boggino により見いだされた。これは、
ハイゼンベルグ型の２階の 巾零リ‐環を１
次元拡張して得られる可解リ‐環に計量を
いれたものとして構成された。一方、1998 年
に Heber は可解リ‐群上のアインシュタイ
ン計量について重要な研究をしている。その
一つとして可解リ‐群上の標準的左不変計
量の中で、アインシュタイン計量は存在すれ
ば一意的であることを証明している。最近、
Lauret は可解リー環に左不変アインシュタ
イン計量が存在すれば標準的であることを
証明した。 
 
２．研究の目的 
(1)リッチテンソルが正の場合、群のランクが

等しくなるような等質空間の例としては、一
般化された旗多様体がある。この等質空間に
は、ケーラー・アインシュタイン計量が存在
することが知られている。この空間の等質な
アインシュタイン計量をすべて求められる
かを研究する。これに関しては、研究代表者
および海外共同研究者 Arvanitoyeorgosらに
よっていくつかの研究がなされている。また、
コンパクト・リー群上の左不変なアインシュ
タイン計量で、ナチュラリイ・レダクティブ
でないものの存在は、森邦彦による研究以外
には知られていないので存在するかを研究
する。 
(2) 擬ケーラー計量に関して、リッチテンソ
ルが０であるものを構成し、幾何学的性質を
考察する。 
(3) リッチテンソルが負の場合、森邦彦は
Boggino の例を拡張したものとして、巾零リ
‐環から可解リ‐環を構成するのに用いる
微分の比が１：２となっている空間で、次数
付き半単純リ‐環のパラボリックリ‐部分
環に対応してできる巾零部分環が２階の巾
零環である場合を用いて、負の断面曲率をも
つアインシュタイン空間の例を構成した。こ
れを一般のパラボリックリ‐部分環に対応
してできる巾零部分環を拡張してできるす
べての可解リ‐群に対して、アインシュタイ
ン計量が存在するかを研究する。 
 
３．研究の方法 
(1) 一般化された旗多様体上の不変なリーマ
ン計量は、等方部分群による既約分解の既約
成分の数でパラメータ化される。このパラメ
ータを用いて、等質な計量のリッチテンソル
の成分を具体的に計算する。Wang-Ziller に
よるリッチテンソルの成分の記法を用いる。
リッチテンソルの成分は完全に決定するた
めに、ケーラー・アインシュタイン計量とリ
ーマンサブマーションを用いる。等質なアイ
ンシュタイン計量となる条件は、多変数の代
数方程式に正の解があることと同値である。
多変数の代数方程式の解を探すためにグレ
ブナー基底を計算する。さらに、正の解があ
るかを研究する。また、コンパクト・リー群
上の左不変なアインシュタイン計量で、ナチ
ュラリイ・レダクティブでないものの存在を
示すために、コンパクト・リー群を一般化さ
れた旗多様体上ファイバー束として考察す
る。 
(2) コンパクト擬ケーラー可解多様体でトー
ラス以外のものを構成し、これらの曲率を計
算する。コンパクト擬ケーラー多様体のリッ
チ形式とリッチ曲率の関係を調べる。 
(3) 可解リ‐群上の標準的左不変計量を持つ
ものに対して、部分多様体論を用いて、リッ
チテンソルを比較して計算するという方法
によりアインシュタイン計量の存在を研究



 

 

する。また、リー群上の左不変計量のなす空
間を研究する。 
 
４．研究成果 
(1) 一般化された旗多様体上の等質なアイ
ンシュタイン計量研究に関して、等方部分群
により４つの既約成分に分解される場合が、
Arvanitoyeorgosと Chrysikosにより2009年
に詳しく研究されたが、この中で、等質空間 
SO(2n)/U(p)xU(n-p), Sp(n)/U(p)xU(n-p) に
ついては、あまり研究されていなかった。こ
れらについて、等長変換を除いて、すべての
等質なアインシュタイン計量を決定するこ
とができた。これにより、一般化された旗多
様体で４つ以下の既約成分に分解される場
合の等質なアインシュタイン計量がすべて
決定された。この場合のアインシュタイン方
程式はパラメータを含む多変数の代数方程
式になり、これに正の解があることを示した。 
(2) 例外群 G2 の旗多様体上の等質なアイン
シュタイン計量をすべて決定することがで
きた。これは、６つの既約成分に分解される
場合の例になっている。また、これは、例外
群の旗多様体に対して、ケーラー・アインシ
ュタイン計量以外のアインシュタイン計量
が存在する初めて例である。 
(3) 一般化された旗多様体 
Sp(n)/(U(p)xU(q)xSp(n-p-q)) 上の等質な
アインシュタイン計量に関して、リーマンサ
ブマーションを用いることにより、計量の比
較を行い、ケーラー・アインシュタイン計量
と合わせることにより、この場合のリッチテ
ンソルの成分を完全に決定した。また、n=3, 
4 のとき、等質なアインシュタイン計量を完
全に決定した。この場合は、６つの既約成分
に分解される例になっている。 
(4) 一般化された旗多様体が等方部分群に
より５つの既約成分に分解される場合を研
究し、等長変換を除いて、４系列が存在する
ことがわかった。これらについて、等質なア
インシュタイン計量の存在を研究した。この
場合にも、リーマンサブマーションを用いる
ことにより計量の比較を行う方法、およびケ
ーラー・アインシュタイン計量を用いる方法
が、アインシュタイン方程式の完全な決定に
役立っている。 
(5) 一般化された旗多様体が等方部分群に
より２つの既約成分に分解される場合を用
いて、コンパクト・リー群上の左不変なアイ
ンシュタイン計量で、ナチュラリイ・レダク
ティブでないものが存在することを示した。
これにより、1979 年に D’Atri-Ziller により
提出された問題が解決された。 
(6) コンパクト擬ケーラー可解多様体の曲
率に関して、擬ケーラー計量が左不変でなく
ても等方部分群が離散的であれば、コンパク
ト擬ケーラー可解多様体の曲率はすべてリ

ッチ平坦であることを示した。 
(7) 曲率平坦不変な擬リーマン計量をもつ 
可解多様体の構成法を発見し、リッチ平坦擬
リーマン計量をもつ可解リー群を多く構成
した。 
(8) 一般のコンパクト擬ケーラー多様体にお
いて、リッチ形式とリッチ曲率が計量の指数
に関する定数倍を除いてケーラー多様体と
同様の関係が成り立つことを示した。これに
より、擬ケーラー多様体において、擬ケーラ
ー・アインシュタイン計量の存在は不定値型
のモンジュ・アンペール方程式を解くことに
帰着されることになる。 
(9) リー群上の左不変計量の成す空間につい
て研究を行った。 特に、そのような空間が 1 
次元となるリー群の例を構成した。これらの
リー群は、今後の研究の基本的な例となると
考えられる。 
(10) 非コンパクト型対称空間へのコホモジ
ニティ１の作用の研究に関して、数多くの新
しい例を構成すると共に, いくつかの空間へ
のコホモジニティ１作用の分類を得た。 
(11) 次数付き半単純リ‐環のパラボリック 
リ‐部分環に対応してできる巾零部分環を
拡張してできる可解リ‐群、すべてに、アイ
ンシュタイン計量が存在すること示した。こ
れは、森による例を含む一般的な結果である。 
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