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研究成果の概要（和文）：「双曲結び目のザイフェルト手術がどのように生じるか」という根源的な問題に対して、ザ
イフェルト手術全体からなるネットワークを導入し、双曲結び目のザイフェルト手術の発生のメカニズムを“伝播性（
遺伝性）”という視点で解明することを目標に研究を進めてきた。発生のメカニズムが明確になっているトーラス結び
目のザイフェルト手術と関連付けることにより、多くの双曲結び目のザイフェルト手術に対して、その起源を特定する
ことができた。また、双曲結び目のザイフェルト手術の発生源となりうるトーラス結び目のザイフェルト手術のリスト
を与えることができた。本研究の結果はすべて論文として出版済み、あるいは出版予定になっている。

研究成果の概要（英文）：How do Seifert surgeries on hyperbolic knots arise from those on torus knots? We a
pproach this question from a networking viewpoint. Our basic idea is finding relationships among such surg
eries using ``inheritance" property of seiferters. A path in the network from one Seifert surgery to anoth
er explains how the former Seifert surgery is obtained from the latter after a sequence of twistings along
 seiferters and/or annuli cobounded by pairs of seiferters. We find explicit paths from various known Seif
ert surgeries to those on torus knots, the most basic and well-understood Seifert surgeries. Successive tw
ists along a ``hyperbolic seiferter" or a ``hyperbolic annular pair" produce infinitely many Seifert surge
ries on hyperbolic knots. We have given a list of Seifert surgeries on torus knots which have hyperbolic s
eiferters or hyperbolic annular pairs, and obtained results suggesting that such surgeries are restricted.
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１．研究開始当初の背景 
結び目という視覚的に取り扱い易い対象か
ら、デーン手術を通して豊富な３次元多様体
を生み出すことができる。Thurston は双曲デ
ーン手術理論により、もとの結び目が双曲結
び目の場合、有限個の非双曲手術を除きデー
ン手術後も双曲構造をもつことが知られて
いる。Perelman による幾何化予想の解決から、
非双曲デーン手術は可約手術、トロイダル手
術、ザイフェルト手術のいずれかになる。 
非双曲手術の中でも、ザイフェルト手術に関
しては他の可約手術、トロイダル手術と異な
り、発生する状況をきちんと理解することが
困難であった。これは、可約手術、トロイダ
ル手術では手術前と手術後を結びつける本
質的曲面が存在しているのに対し、ザイフェ
ルト手術ではそのような曲面が存在しない
という事実によっている。そこで、本質的曲
面に代わるものとしてザイフェルターと呼
ばれる結び目補空間内の良い性質をもった
結び目に着目することにより、手術後に生じ
るザイフェルト多様体のザイフェルトファ
イブレーションの一部をもとの３次元球面
内で捉えることが可能となった。さらに、２
００８年度までの研究（課題番号１７５４０
０９７）でツイスティング（ねじり操作）の
もとでザイフェルターが遺伝するという興
味深い性質が明らかになり、この事実をもと
に、ザイフェルト手術全体からなるネットワ
ーク(ザイフェルト手術ネットワーク)を構
築することが可能となり、双曲結び目のザイ
フェルト手術が生じるしくみをネットワー
クの視点から記述する研究の枠組みが得ら
れていた。また、研究開始当初の段階でいく
つかの具体例の検証を通して興味深いザイ
フェルターの例が見いだされていた。 
 
２．研究の目的 
トーラス結び目のザイフェルト手術はトー
ラス結び目の補空間のザイフェルトファイ
ブレーションの拡張という観点から自然な
説明がつくことが知られている。一方、双曲
結び目のザイフェルト手術に対しては、手術
後の多様体が実際にザイフェルト多様体に
なっていることを証明する方法としてモン
テシノストリックなどいくつかの手法が知
られているが、「双曲結び目のザイフェルト
手術はどのように生じるのか？」「なぜその
双曲結び目がザイフェルト手術を許容して
いるのか？」という、より根源的な問いかけ
はこれまでなされてこなかった。これはある
人が風邪を引いた際、実際に風邪を引いてい
ることを確認するいくつかの方法は知られ
ているが、なぜ風邪を引いたのか、その理由
を明らかにすることがなされてこなかった
ということに対応している。これまで見落と
されていた、このような問いかけに対して、
ザイフェルターの遺伝性を足がかりにザイ
フェルト手術ネットワークという枠組みで
研究を進め、ザイフェルト手術の発生の起源

を明らかにすることが本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
ネットワークの視点からのザイフェルト手
術の研究において、発生のしくみが完全に分
かっているトーラス結び目のザイフェルト
手術は重要な役割を担っている。ネットワー
ク内で双曲結び目のザイフェルト手術から
トーラス結び目のザイフェルト手術への道
が存在すれば、そのトーラス結び目のザイフ
ェルト手術はもとの双曲結び目のザイフェ
ルト手術の発生の起源と見なすことができ、
そのような道の存在はザイフェルト手術を
理解する上できわめて重要である。そこで、
「すべての双曲結び目のザイフェルト手術
からトーラス結び目のザイフェルト手術へ
の道が存在するか？」という問題を中心に研
究を進めた。そのために、既に知られている
ザイフェルト手術のザイフェルト手術ネッ
トワーク内での位置の特定から着手した。具
体例を調べる上で、コンピュータ実験も非常
に有効であった。一方、ザイフェルト手術ネ
ットワークの連結性を考える上で、トーラス
結び目のザイフェルト手術のザイフェルタ
ーを詳しく調べることも重要である。本研究
の後半では特に、このようなザイフェルター
の発生のしくみという、さらに根源的な問題
に立ち返り、トーラス結び目のザイフェルト
手術に対するザイフェルターの分類を目指
した研究を行った。また、研究全体を通して、
理論面での展開と、それを支える豊富な例の
詳細な考察という二つの面を有機的に結び
つけて研究を進めて行くことが重要であり、
コンピュータ実験なども取り入れながら興
味深い現象の発見と理論的な解明に取り組
みながら研究を進めてきた。さらに、セミナ
ー、勉強会を企画、開催し周辺分野の研究者
との交流、研究連絡を通して、最新の成果等
を吸収することができた。 
 
４．研究成果 
「双曲結び目のザイフェルト手術がどのよ
うに生じるか」という根源的な問題に対して,
ザイフェルターによるザイフェルト手術の
“伝播性(遺伝性)”という視点で解明するこ
とを目標に研究を進めてきた。本研究で鍵と
なる“ザイフェルター”は、無関係だと思わ
れていたザイフェルト手術の間の関係を突
き止める上で非常に有効であり、ザイフェル
ターを用いて定義されるザイフェルト手術
全体（ザイフェルト手術ネットワーク）から
なるネットワークを利用してザイフェルト
手術を大域的に理解することが可能となっ
た。特に、双曲結び目のザイフェルト手術を
トーラス結び目のザイフェルト手術と関連
付けることにより、その起源を記述すること
が可能となったことは本研究の大きな成果
であった。 
（１）これまでに知られているザイフェルト
手術をネットワークの視点から捉え、それら



の起源を明らかにした。まだ、特定されてい
ないザイフェルト手術もあり、これらについ
ては今後の課題である。 
（２）双曲結び目のザイフェルト手術の発生
源となりうるトーラス結び目は双曲ザイフ
ェルターと呼ばれる幾何学的に良い性質を
備えたザイフェルターをもっているので、本
年度の研究では双曲ザイフェルターをもつ
トーラス結び目のザイフェルト手術とその
双曲ザイフェルターのリストの作成を目標
に研究を進め、完全であることが期待される
リストを与えた。また、ザイフェルターがベ
ーシックザイフェルターと呼ばれる基本的
なザイフェルターから得られない例を見い
だし、ザイフェルト手術の発生のメカニズム
の多様性も明らかになった。一方、リストに
ないトーラス結び目のザイフェルト手術に
対しては、双曲ザイフェルターを持たないこ
とを示唆する結果を得ることができた。本研
究を通じて得られたザイフェルト手術ネッ
トワークに関する結果はすべて審査が済み、
出版済み、あるいは出版予定になっている。 
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