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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，多変量解析モデルの推定・検定・予測・変数選択など新たら推測手法の開
発とそれに伴う理論展開を行った。特に，従来の手法に欠点があったり利用可能でない場合においてそれを解決する手
法の開発を目指した。中でも，(1) 小地域推定の平均２乗誤差及び信頼区間の高次漸近補正，(2) 連続及び離散混合モ
デルにおける小地域推定のベンチマーク問題の理論展開とその応用，(3) 線形混合モデルの検定についてのバートレッ
ト補正と変数選択規準の開発，(4) 線形判別分析に関する高次元手法の理論展開，(5) 多次元母数の推定における最適
性理論の新たな展開に取り組み，有用で有効な推測手法の開発を行った。

研究成果の概要（英文）：In this research project, new procedures were derived in estimation, hypothesis te
sting, predction and variable selection in multivariate statistical models as well as theories for justfyi
ng the new procedures were developed. In particular, we treated problems, models or situations where conve
ntional methods had drawbacks for use or were not available, and then we tried to derive and suggest proce
dures which could resolve the problems.  Of these, the following multivatiate statistical issues were addr
essed and new theories were developed with applications: (1)  higher order asymptotic corrections in mean 
squared errors and confidence intervals in small area estimation, (2) benchmark problems  in small area es
timation under continuous and discrete mixed models, (3) Bartlett corrections and methods for variable sel
ection in linear mixed models, (4) high dimensional procedures in linear discrimination and (5) optimality
 in estimation of multi-dimensional parameters.   
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１． 研究開始当初の背景 

 

多変量解析手法の有用性は広く認識され，
現実のデータ解析の場面で役立ってきた。し
かし，ゲノムデータやファイナンスデータな
ど近年注目されている高次元データは，次元
がデータ数よりはるかに大きいので，従来の
推測手法では解析することができない。こう
した状況から，近年では高次元の多変量解析
の理論研究が世界的に注目され，この未知の
分野への研究が挑戦的に行われている。 
多変量推測理論の中で注目されてきた理論

研究にスタイン問題がある。これは，正規分
布の平均ベクトルの推定において，１次元及
び２次元のときには通常の標本平均が許容的
になるのに対して，３次元以上のときには非
許容的となり，縮小推定量によって改良され
るという驚くべき現象が成り立つことをいう。
この興味深い現象とそれに関連する問題の理
論研究が活発に研究されてきた。縮小推定の
有用性は理論研究に留まらず，応用分野にお
いても経験ベイズ推定として役立っている。
官庁統計で注目される小地域推定において利
用される経験最良不偏予測量(EBLUP)も縮小
推定の変形である。また地域別死亡率や疾病
地図の作成に利用される経験ベイズ推定も縮
小推定の形をしている。このように，縮小推
定に関する研究も，理論的な側面や応用的側
面から新たな展開がなされている。特に官庁
統計などの分野では，新たな解析の必要性が
新たな手法の開発とその理論展開が要請され
る状況を生み出している。例えば，ベンチマ
ーク問題は小地域推定の新たな研究課題を提
供している。 
本研究課題では，多変量解析の新たな理論

展開と，従来の推測手法を改良する新たな解
析方法の研究開発及び現実のデータ解析への
適用を目標に取り組んだ。 
 

２． 研究の目的 

 

本研究課題では，多変量モデルおいて従来

の推測手法を改良する新たな統計手法を開発

し，その新たな手法が従来の手法に比べて理

論的に優越していることや有効性・最適性に

関する理論の展開を行い，シミュレーション

実験による数値的な比較及び現実のデータ解

析での有用性を示すことを目的とした。特に，

従来の統計手法をそのまま用いたのでは問題

があるような統計モデルにおいて，従来の手

法の欠陥を解決していてしかも従来の手法を

理論上優越する新たな手法の開発やそのよう

な導出の理論構築を行った。 

 

(1)線形混合モデルを利用した小地域推定に

ついて 

 線形混合モデルの特徴は，観測値を共変量

を用いて回帰するときに個体や地域の違いを

変量として組み入れ, それらの背後に共通な

確率分布を想定して個体や地域の差異を推定

している点である。全体の特性値だけでなく

個体や地域ごとの特性値への関心が高まるに

つれ，個々の差異を変量として捉えた線形混

合モデルについての研究が盛んになり，この

モデルの研究が始まった家畜育種学の分野は

もとより医学・生物学分野から経済・教育な

ど社会科学の分野，特に官庁統計分野での小

地域推定において利用されている。小地域推

定の問題に注目すると，問題点は，人口が疎

な地域の平均を推定する際にはデータの不足

から推定誤差が大きくなってしまう点にあり，

周辺地域のデータをプールすることによって

推定精度の改善が図られる。そのために利用

されるのが線形混合モデルであり，そこから

導かれる経験最良線形不偏予測量（EBLUP）が

推定精度を改善した推定法として利用される。

推定精度を改善するために用いられた EBLUP

が実際どの程度の推定誤差があるのかを見積

もることは現実のデータを応用する場面で重

要である。そのためには平均２乗誤差（MSE）

の推定を与えることと信頼区間を構成するこ

とが考えられる。 

従来の研究では誤差分散が既知の簡単なモ

デルや不偏推定量に基づいた簡単な母数推定

の方法が扱われてきたが，実際に応用する際

には誤差分散が未知のモデルを扱う必要があ

り，また最近は最尤推定，制限最尤推定，ベ

イズ推定などより一般的な推定手法が用いら

れる。変量効果が複数組み入れられたモデル

など，より一般的な線形混合モデルの枠組み

で EBLUP の MSE の２次漸近不偏推定量を導

出し，また信頼区間の構成を行う。 

次に，線形混合モデルにおいて共変量を用

いて回帰する項に対して検定及び変数選択の

問題を考える。回帰係数の仮説検定に関して

は，通常の F 検定が有意水準をみたさないと

いう欠点があることが指摘されている。この

問題に対して，ここでは次の２つのアプロー

チでその解決をはかる。１つはバートレット

型補正を行うことによって２次漸近的に有意

水準をみたす検定手法の導出を行うことであ

り，もう１つは赤池情報量規準（AIC）や条件

付き AIC を導出することである。 

さらに，近年では，ベンチマーク問題が話

題になってきた。これは，予算を各市町村に

配分する際に，各地域の EBLUP に基づいて配

分してしまうと，その合計が標本平均と一致

しないという問題で，EBLUP に基づいて各地

域への配分額をどのように決定するのか，そ

のための予測法の開発を行う。 

ベンチマーク問題は，正規線形混合モデル

に限らず，離散分布に拡張した一般化線形混

合モデルにおいても問題になる。このモデル

は特定疾患による死亡数などの離散データを

解析するのに広く利用されているが，EBLUP 



もしくは経験ベイズ推定値が縮小し過ぎてし

まう傾向性があることが指摘されてきた。こ

の性質を改善するために，平均だけでなく分

散についてもベンチマーク制約をいれた推定

法が望まれる。またそのときの推定誤差の評

価を行う。 

 

(2) 高次元多変量解析の展開について 

多変量解析の現代的流れの一つは，ゲノム

データの解析に代表されるような高次元デー

タを解析するための新たな理論作りである。

データの次元が観測数を大きく超えるため古

典的な多変量解析を利用することができない。

ここでは，高次元線形回帰モデルにおいて変

数選択のための情報量規準の導出と高次元で

の線形判別分析法の開発とその性質の理論研

究を行う。 

 

(3) 多次元母数の推定における最適性理論

の新たな展開について 

統計的決定論におけるミニマックス性や許

容性に関するいくつかの問題に取り組む。こ

の分野で有名な問題が平均ベクトルのスタイ

ン問題で，これは，平均ベクトルの標準的な

推定量である標本平均がミニマックスである

ものの３次元以上では非許容的になってしま

うという現象をいう。実際，縮小型推定量を

用いて改良することができる。このように通

常の推定量が非許容的になってしまうことは，

母数空間が制約されている場合にも起こりう

る。通常の推定量がミニマックスになるか否

かを含め，こうした問題の理論研究を行う。 

 

３． 研究の方法 

 

(1)線形混合モデルを利用した小地域推定に

ついて 

 一般の正規線形混合モデルを扱い，分散成

分などの母数推定に関しては最尤推定量，制

限最尤推定量，モーメント推定量などを含ん

だ一般的な推定量を扱い，その確率展開を仮

定した上で，EBLUP の MSE の２次及び３次の

漸近展開とその不偏推定量を導出する。同じ

設定のもとで，EBLUP に基づいた信頼区間に

ついて，２次及び３次の信頼性をもった信頼

区間の構成を行う。また，より具体的なモデ

ルとして，枝分かれ誤差分散回帰モデルを有

限母集団の枠組みで考察し，信頼区間の漸近

補正を導出する。 

線形混合モデルの回帰係数の検定問題につ

いては，通常の F 検定が有意水準をみたさな

いという欠点があることが指摘されている。

ここでは，棄却域の閾値を調整することによ

って２次漸近近似の意味で有意水準をみたす

検定統計量を導出することを試みる。線形混

合モデルの検定問題は，共分散構造が埋め込

まれた一般的な共分散行列をもつ多変量線形

モデルの検定問題として捉えることができる

ので，そうした一般的な問題設定での尤度比

検定のバートレット補正の方法を参考にして

研究を進める。 

線形混合モデルの説明変数の選択問題につ

いては，赤池情報量規準(AIC)よりも条件付き

AIC の方が変量効果や地域効果の予測を考慮

に入れた方法として望ましいことが指摘され

ている。しかし，従来は共分散行列にかなり

特殊な仮定を入れた上で，条件付き AIC を求

めているため，分散成分の選択などを含める

ことができない。そこで，かなり一般的な線

形混合モデルにおいて，分散成分の推定量に

確率展開を仮定して，バイアス項の２次漸近

不偏推定量の導出を行い，一般的な条件付き

AICを与える。 

ベンチマーク問題についても，一般的な正

規線形混合モデルにおいて，平均と分散の両

方について一般的なベンチマーク制約を入れ

て，制約付き経験ベイズ推定を求めることに

よって，ベンチマーク推定量の導出を行う。

また，その推定量の誤差評価を行う。 

離散分布のベンチマーク問題については，

２次分散関数をもつ自然指数型分布族を仮定

して，ベンチマーク制約のもとでの制約付き

経験ベイズ推定量の導出と誤差評価を行う。

この分布族は，これまでの正規分布族や，ポ

アソン-ガンマ分布，２項-ベータ分布を含ん

でおり，死亡率や疾病地図の作成に用いられ

る分布族を含んでいる。 

 

(2) 高次元多変量解析の展開について 

高次元の多変量解析の問題として，２群の

線形判別関数の問題を扱う。この問題では，

共分散行列の逆行列を推定する必要があるが，

高次元の場合，標本分散共分散行列の逆行列

は不安定になってしまう。そこで，リッジ型

の推定量で置き換えることによって安定した

推定値が得られ，その結果，安定した判別分

析が可能になると期待できる。その点を理論

的に示すには，誤判別確率の漸近展開を行う

必要がある。この漸近展開を用いて，誤判別

確率の２次漸近不偏推定量の導出も可能にな

る。 

 

(3) 多次元母数の推定における最適性理論

の新たな展開について 

分散が未知の正規分布における平均ベクト

ルの推定に関するスタイン問題については，

一般化ベイズ推定量の広いクラスが提案され，

そのミニマックス性が示されてきた。しかし

従来の方法は微分不等式に基づいた条件を用

いるためミニマックス性の条件が狭いものに

なってしまう。そこで，より一般的な積分不

等式に基づいた条件を導出し，より広いミニ



マックス性の条件を与える。 

非ミニマックス性の代表的な例として，い

くつかの分布の平均が正に制約されていると

きに，その和を推定する問題がある。このと

き，通常の標本平均もしくはその打ち切り推

定量の和で推定したのではミニマックスにな

らないことが知られている。この問題につい

て，許容的でミニマックスな一般化ベイズ推

定量の導出を試みる。 

 

４．研究成果 
 

(1) 小地域推定の MSE 及び信頼区間の高次漸

近補正 

 

まず，簡単な Fay-Herriot モデルと枝分か

れ誤差分散回帰モデルについて，有限母集団

モデルの枠組みで，EBLUP に基づいた信頼区

間の信頼係数が２次漸近的に 95%になるよう

に，補正項を解析的に求め，京急線沿いの地

価公示価格データへ応用した。 

次ぎに，一般的な正規線形混合モデルにお

いて，共分散行列に埋め込まれた未知母数の

推定量に一般的な確率展開を仮定し，EBLUP

の MSE の２次，３次の漸近近似を与え，それ

に基づいて MSE の２次，３次の漸近不偏推定

量を解析的に求めた。これに関連して高次の

信頼性をもつ信頼区間の構成を行った。従来

は２次までの漸近近似が提供されてきたが，

ここでは３次の漸近近似とそのための条件を

明確にした。また最尤推定量と制限付き最尤

推定量の確率展開を与えた。 

以上の結果はテーラー展開による解析的な

方法に基づいており，具体的なモデルと特定

の母数推定の方法に応じて偏微分やモーメン

トを個々に計算する必要があり，２次近似を

適用する上で不便である。そこで，パラメト

リック・ブートストラップ法を提案し，MSE

の２次漸近不偏推定量と信頼区間の２次漸近

補正を提案した。 

EBLUP の MSE の推定に関して，小地域のデ

ータを与えたときの条件付き MSE の推定につ

いても，この分野で著名な研究者である

G.Datta, J.N.K.Rao らとともに，２次漸近不

偏推定量を求めた。 

 

(2) 線形混合モデルの検定についてのバート

レット補正 

  

線形混合モデルの回帰係数の検定問題につい

ては，通常の F 検定が有意水準をみたさない

という欠点があることが指摘されている。そ

こでバートレット補正を行うのが常套手段で

あるが，実は Rothenberg(1984)によりかなり

一般的な枠組みでワルド検定，スコア検定，

尤度比検定のバートレット補正が求められて

いる。しかし彼の結果は共分散行列の母数推

定に最尤推定を用いている点とバートレット

補正を具体的に計算するのが困難であること

が問題点としてあげられる。線形混合モデル

もこの一般的な枠組みに入るが，最尤推定以

外にも制限付き最尤推定やモーメント推定量

など様々な推定量が用いられており，これら

については Rothenberg の手法を用いること

ができない。そこで，一般的な推定量の確率

展開を仮定し，ワルド検定，スコア検定，尤

度比検定のバートレット補正を解析的に導出

した。またバートレット補正をパラメトリッ

ク・ブートストラップ法により求める方法に

ついても提案した。 

 

(3) 線形混合モデルにおける変数選択規準 

 

線形混合モデルの説明変数の選択問題につ

いては，赤池情報量規準(AIC)よりも条件付き

AIC の方が変量効果や地域効果の予測を考慮

に入れた方法として望ましいことが指摘され

ている。しかし，共分散行列にかなり特殊な

仮定を入れた上で条件付き AIC を求めている

ため，分散成分の選択などを含めることがで

きない。そこで，かなり一般的な線形混合モ

デルにおいて，分散成分の推定量に確率展開

を仮定して，バイアス項の２次漸近不偏推定

量の導出を行い，一般的な条件付き AIC を導

出した。この情報量規準は，テイラー展開を

用いて導出されるので，分散成分に関する偏

微分等を含むことになり，複雑なモデルに対

しては計算が困難になってしまう。そこでテ

イラー展開を用いる代わりにパラメトリッ

ク・ブートストラップ法を利用した簡便な方

法によりペナルティー項を導出し，得られた

情報量規準の２次漸近不偏性を証明した。ま

たその有用性を数値実験により示した。また

経験ベイズの考え方を導入した変数選択基準

を導出し一致性を証明した。 

 

(4) 線形混合モデルにおけるベンチマーク問

題 

 

一般的な正規線形混合モデルにおけるベン

チマーク問題について，平均と分散の両方に

一般的なベンチマーク制約を入れた制約付き

経験ベイズ推定量を求め，その MSE の漸近近

似を求めて性質を論じた。特に平均のベンチ

マーク問題については，制約付き経験ベイズ

推定量と制約無しの経験ベイズ推定量の違い

が MSE の２次の項に現れる一方，分散のベン

チマーク問題については，それらの違いが１

次の項に現れてくることを指摘した。また，

制約付き経験ベイズ推定量の MSE の２次漸近

不偏推定量をパラメトリック・ブートストラ

ップ法を用いて与えた。またその結果を家計



調査データの解析へ応用した。 

 

(5) 離散混合分布族におけるベンチマーク問

題 

 

(4)の正規線形混合モデルにおいて地域レ

ベ ル の 集 約 デ ー タ を 解 析 す る た め の

Fay-Herriot モデルを，離散分布を含んだ混

合モデルに拡張し，その一般的なモデルのも

とで，平均と分散のベンチマーク制約に対す

る制約付き経験ベイズ推定量を求め，その平

均２乗誤差の２次漸近評価と２次不偏推定の

導出を行った。この一般論の応用として，ポ

アソン-ガンマ分布，２項-ベータ分布を含む

ような，２次分散関数をもつ自然指数型分布

族を取り上げ，制約付き経験ベイズ推定量の

漸近不偏推定方法を提案した。また埼玉県の

市町村別胃ガン死亡率データに適用して提案

した方法の有用性を示した。 

 

(6) 高次元多変量解析の展開 

 

高次元の多変量解析の中心的な話題である
２群の線形判別分析に関して，共分散行列の
リッジ推定量を用いた線形判別分析の誤判別
確率に対する漸近展開を導出し，リッジ推定
を用いたことによる有効性を示した。また誤
判別率の２次漸近不偏推定量を導出した。大
標本での誤判別確率の漸近展開は非常に古く
から研究されてきたが，次元が高くなると近
似が悪くなることが知られてきた。また次元
が高くなると共分散行列の逆行列の推定が不
安定になるという問題点も知られてきた。こ
こで導出された手法は，これらの問題を同時
に解決するものであり，数値的にも従来のも
のよりかなり改善されていることが示された。   

さらに，誤判別確率の２次漸近不偏推定量

が変数選択規準としても利用可能なことを示

し，変数選択規準としての最適性も証明した。 

 

(7) 多次元母数の推定における最適性理論の

新たな展開 

 

分散が未知の正規分布における平均ベクト

ルの推定に関するスタイン問題について，縮

小推定量がミニマックスになるための積分不

等式を導出し，一般化ベイズ推定量のミニマ

ックス性について従来の条件が緩和できるこ

とを示した。 

平均が正に制約されているK個の正規分布
の平均の和の推定問題を考えると，Kが大き
いときには一般化Bayes推定量や最尤推定量
がミニマックスにならない。それぞれの推定
量についてミニマックス性が成り立つため
の必要十分条件を導出した。また許容的でミ
ニマックスな推定量を導出するとともにい
くつかの方向への拡張を行った。 
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