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研究成果の概要（和文）：1 次元 2 状態の基本的な量子ウォークに関しては既に多くの知見が得

られているので、それを拡張したモデルの局在化と極限定理などについて研究を行った。1 カ

所だけディフェクトが入る空間に依存するモデルに対して、局在化が起きる必要十分条件と弱

収束極限定理についての結果を得ることが出来た。さらに閾値ネットワークの固有値と固有ベ

クトルを求め、閾値ネットワーク上の連続時間量子ウォークの極限測度について解析を行い、

古典の連続時間ランダムウォークとの違いを明らかにした。 

 
研究成果の概要（英文）：There are many results on two-state space homogeneous quantum 

walks in one dimension. Therefore we investigated localization and limit theorems for some 

extended models. In fact we considered the one-dimensional quantum walk with one defect. 

In this model, we obtained necessary and sufficient conditions of localization and the weak 

limit theorems. Furthermore we got the eigenvalue and eigenvector of the threshold model.  

By using them, we analyzed limit measures of the continuous-time quantum walk on the 

model and clarified difference between the quantum walk and the corresponding classical 

random walk.  
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１． 研究開始当初の背景 

複雑ネットワーク上の確率モデルの数学
的な研究は既に散見されるものの、複雑ネッ
トワーク上の量子モデル、特に量子ウォーク
に限っても、世界的に見ても数学的側面から
の研究は殆どなされていなかった。 

 

２．研究の目的 

本研究の目的はそのような背景のもとで、
複雑ネットワークの様々なグラフ上で定義
された種々の古典モデルと量子モデルに対
して、その相互の関係が深く理解できるよう
な統一的な理論を構築し、その諸性質を明ら
かにすると共に、基礎から応用まで含めた数
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理的研究を行うことである。 

 

３． 研究の方法 

確率モデルとしては、コンタクトプロセス
に、量子モデルとしては、量子ウォークに、
また、複雑ネットワークとしては、閾値ネッ
トワークモデルに着目し、研究を進めた。 

特に期間中、最も研究が進んだ量子ウォー
ク周辺について以下記す。 

量子ウォークの解析手法は主に、パスの組
合せ論的手法、フーリエ解析による手法、停
留位相法、母関数に基づく方法、直交多項式
による手法、古典のランダムウォークと対応
づけるゼゲディの手法、グラフの伊原ゼータ
関数を用いる手法、結晶格子による手法、量
子確率論を援用した手法、或いはそれらの幾
つかを組み合わせたハイブリッドな手法な
どがある。例えば、1 次元系の離散時間の量
子ウォークの解析を、パスの数え上げの手法
と母関数の計算を適宜組み合わせることに
よって行い、時間平均極限測度及び弱収束極
限定理を求めた。 

また、半直線上の離散時間量子ウォークの
研究は、期間中新しく開発された手法であり、
古典の理論との対応が明確であるだけに興
味深い。 

実際、古典の場合の直交多項式の理論とし
てはカーリン・マクレガーの公式等があるが、
それらに対応する、量子系の解析手法が
CGMV 法である。この CGMV 法はユニタリ
性を持つ CMV 行列の諸性質を用い、半直線
上、或いは、半直線上に帰着出来うるグラフ
上の量子ウォークの解析手法としては強力
な手法である。 

具体的には、カラテオドリ関数を求めた後
に、それらの極限などを取ることにより、複
素平面の単位円周上の測度を決定する。カラ
テオドリ関数を用いることで、他の手法に比
べ解析が容易になりえる。この測度を用い、
量子ウォークのシステム全体を定める無限
次元ユニタリ行列のｎ乗が、ローラン多項式
と上記の測度より求まる。時刻ｎを無限大に
するとき、リーマン・ルベーグの補題により
測度の絶対連続部分が寄与せず、ポイントマ
スを持つところが影響を及ぼしえることが
見て取れる。さらに弱収束極限定理に関して
は、測度の絶対連続部分が寄与することが分
かる。 

一方、連続時間の量子ウォークに関しては、
そのモデルが動き得るグラフの固有値と固
有ベクトルを求めることにより、その漸近挙
動を解析する。具体的には、閾値ネットワー
ク上の連続時間量子ウォークの極限測度に
ついては、閾値ネットワークの固有値と固有
ベクトルを具体的に求めることにより行っ
た。 

 

４． 研究成果 
離散時間量子ウォークに関しては、幾つか

の 1 次元系について、時間平均極限測度及び
弱収束極限定理を求めた。 

例えば、1 カ所だけディフェクトが入る空
間的に非一様な離散時間量子ウォークにつ
いて、局在化が起こる必要十分条件を得た。 
このことにより、通常局在化が起こるのは、
環境にランダムな揺らぎを与えた場合であ
るが、この結果より 1 カ所だけ揺らぎを入れ
さえすれば、局在化が起きえることを明らか
にした。その興味深い性質の為に、その後世
界的にも空間的に非一様な離散時間量子ウ
ォークの標準的かつ典型的な研究対象のモ
デルとなった。またこのモデルの時間平均極
限測度は本質的に両側指数分布の形をして
いることが分かった。さらに、弱収束極限定
理を得ることにより、この１点ディフェクト
モデルも、１次元 3 状態グローヴァー・ウォ
ークのように、出発点にマスを持つディラッ
ク測度と今野関数に有理式が掛かった密度
関数を持つ絶対連続な部分を持つ測度との
凸結合になることが示され、我々が提唱して
いるユニヴァーサリティークラスの典型例
になっていることが明らかになった。 

さらに半直線を 1点で結び付けたようなグ
ラフに関しても、極限測度を計算し、局在化
の為の必要十分条件を得た。このモデルも、
上記と同じユニヴァーサリティークラスに
属していることも分かった。 

また、離散時間モデルについて、定常測度、
定常確率振幅の概念を新たに導入し、この１
点ディフェクトモデルについて、定常測度と
極限測度との関係を明確した。このような関
係は、ある種の双対性の関係とも解釈するこ
とが出来、無限粒子系で成立するような双対
性との類似がどこまで成立するか、大変興味
深い。 

 さらに、離散時間量子ウォークをパス空間
の中で考えることにより、伊藤の公式、田中
の公式の量子ウォーク版を求めることが出
来た。古典の場合には、マルチンゲールの部
分が重要な役割を果たすが、量子ウォークの
場合にはそれに対応する良い性質はまだ得
られず、今後の課題である。また、古典のラ
ンダムウォークに関しては、その滞在時間に
関して逆正弦則、一様分布定理など、直感に
反するパラドックス的な現象があるが、それ
に対応する量子ウォーク版について計算を
行い、類似の性質が現れることを確かめた。 

 有限グラフ上の離散時間量子ウォークの
場合に、グラフの伊原ゼータ関数との関係を
明らかにしつつ、そのシステムを定めるユニ
タリ行列の特性多項式の表現を与え、グラフ
の同型性や量子ウォークの周期性に関する
研究の端緒を与えることが出来た。 

一方、閾値ネットワーク上の連続時間量子



 

 

ウォークに関しては、定常分布を求めること
が出来、対応する古典のランダムウォークと
の挙動の違いを明らかにした。具体的には、
古典の場合には一様分布に収束するが、量子
ウォークの場合には、時間平均を取ると出発
点にウォーカーが存在する確率が高い。その
性質を用い、量子ウォーカーの存在確率を制
御できると考えられる。 
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