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研究成果の概要（和文）： 
本研究では非圧縮性の 2流体問題のフラックス・フリー有限要素法を考察し、その質量保存

性や近似解の誤差評価や収束性などの数学的妥当性を、粘性と密度が不連続である一般化スト

ークス問題の界面問題で示した。分担者・奧村は 2 次元自由界面流れ問題に対する高精度

Hermite要素に基づく Semi-Lagrange Galerkin 特性法を開発し、さらに CSF 法を応用した表面

張力効果を考察した。 

分担者・村川は 3重結節点を含む移動境界問題について、移動境界の情報を陰的に含む弱形式

を与えた。さらにその移動境界を容易に捉えることの出来る数値解法を提案し解析した。 

分担者・山口は、全空間の Navier-Stokes 方程式に処罰法を適用して得られる方程式の解がパ

ラメータ極限として Navier-Stokes方程式の解に十分に近づくということを解析半群の理論を

使って示すことにより、初期値問題に対する処罰法の数学的正当化を示した。 

 
研究成果の概要（英文）： 
 In this research we considered the flux-free finite element method for incompressible 
two-fluid flows and we gave the mathematical considerlation for the mass conservation, 
error estimates and the convergence of the approximate solution of the flux-free finite 
element method for the genelarized Stokes interface problem in the case of discontinuous 
viscosity and density.  
Okumura considered the free-interface flow problem using the SLG characteristic finite 
element method with the Hermite element and the surface tension effect by the CSF method. 
Murakawa treated a moving boundary problem with triple-junction points. He provided a 
weak formulation of the problem which implicitly involves the information of the moving 
boundaries. Moreover, he proposed and analyzed an efficient numerical method for 
caputuring the moving boundaries. Yamaguchi had by analytic semigroup theory that mind 
solution  of the Cauchy problem of penalized Navier-Stokes equations converges to that 
of original problem when penalty parameter tends to zero. 
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１． 研究開始当初の背景 
 移動境界問題は自然界や工学プロセスに
しばしば現れる重要な問題であり、自由表面
や自由界面を有する 2 流体問題をはじめ、氷
の融解や凝固に代表される物質の相変化を
伴うステファン問題や、多孔質媒体における
流れ現象などの、現象を含んでいる。 
移動境界値問題の数値解析の研究は、我が国
ではエンジニアを中心におこなわれている
が計算スキームの開発とインプリメントだ
けにとどまっているものが多く、計算スキー
ムの誤差評価、収束性等の数学解析まで論じ
た研究はそれほど多くないのが実情である。 
 
２． 研究の目的 
本研究では実用上重要であるにもかかわ

らず、流体現象の複雑系である移動境界問題
を対象に、高機能有限要素スキーム等の数値
的技法開発と、その数学解析による手法の妥
当性を明らかにする。 

 

３．研究の方法 
 研究の方法は、研究代表者と研究分担者の
奧村は、本研究のメインテーマである自由界
面問題等の移動境界問題の高機能有限要素
法の研究が共通であるので、互いに研究連絡
をしながら研究を行った。研究分担者の村川
は移動境界問題の数値解析を中心に研究を
行った。研究分担者の山口は応用解析の立場
から研究を行った。研究代表者以下、研究分
担者が富山大学の教員であることの特徴を
生かし、連絡を密に取りながら研究を実施し
た。なお、研究分担者の村川は、最終年度の 
平成 23年度は九州大学へ異動しことを付記
する。 
 
４．研究成果 
 フラックス・フリー有限要素法は界面での
速度フラックスが 0であるという制約条件を
ラグランジェ未定乗数法の枠組みの新しい
混合型変分定式化に基づく有限要素法であ
る。本研究では質量保存性や近似解の誤差評
価や収束性などの数学的妥当性を、粘性と密
度が不連続である一般化ストークス問題の
界面問題を例に示した。 

 ２次元自由界面流れ問題に対する高精度な

Hermite要素に基づく、特性有限要素法を開発

した。具体的には2次元自由界面問題を構成す

る移流方程式とNavier-Stokes方程式に対し

てSLG(semi-Lagrange Galerkin)法を適用し

た。混合型有限要素近似として流速場に移流

計算と同様のHermite型の完全3次三角形要素

、圧力場には三角形１次要素を適用した。こ

れにより非圧縮条件の過拘束条件に起因する

圧力の数値不安定性を回避した。 

また、表面張力効果を考慮した２次元自由界

面流れ問題の有限要素解析について、従来の

CSF法を応用した新しい方法を考察した。 
 一方、２流体問題の有限要素解析をより効

率良く行うためにパリ第６大学のPironneau

教授とHecht教授らが中心となって開発した 

汎用有限要素解析ツールFreeFem++によるプ

ログラムを開発した。従来の２流体問題の有

限要素解析解析プログラムは、たとえば

P1b+P1の有限要素モデルに対して約１０００

行のFortranプログラムであり、有限要素モデ

ルが異なればそれに応じてプログラムを変更

する必要がある。ところがFreeFem++では約40

 本研究では流体現象の複雑系である
移動境界問題を取り上げ、これらに対す
る新たな高精度、高安定性、高速性およ
び質量保存性等の数理モデルの持つ構
造を有する高機能有限要素スキームの
開発とその数学解析およびこれに関す
る研究を行う。具体的には高密度比、高
粘性比の 2 流体問題に対して適用可能
な新たな有限要素スキームを開発しそ
の数学的性質を明らかにする。新しいス
キームの開発にあたっては（１）表面張
力を効力した数理モデルの導入 (2)移流
方程式に対する新しいスキームの導入
（ Semi-Lagrange  Galerkin 法）等の観
点に留意して行う。さらに本手法の実用
問題（河川氾濫現象および鋳造プロセ
ス）への応用も考察する。また特殊な移
動境界問題として多孔質媒体における
地下水流れと表面流の総合作用をあら
わす Darcy-Stokes 問題という複雑系モ
デルに対して、新たな有限要素スキーム
を開発しその数理解析を行う。一方移動
境界問題の応用解析的アプローチとし
て、2 流体問題に表 Navier-Stokes 方程
式と移流方程式の非線形カップリング
問題の適切性と解の正則性等について、
半群的理論および線形摂動理論を用い
て明らかにする。 



行でプログラムが可能で、開発コストがかな

り節約出来た。これは今後の数値解析にイン

パクトを与えるイノベーションを提供するこ

とが明らかとなった。数値実験はレベルセッ

ト法を用いた非圧縮粘性２流体のバブル上昇

問題を解析した。今後の課題としては、たと

えばNavier-Stokes方程式の移流項の取り扱

いは現在の１次の特性有限要素法が標準で用

いられているが、２次の特性有限要素法に精

度を上げる等の改良が必要であり、また、さ

らにFreeFem++の新しい応用を考える必要が

あると思われる。 

 なお、GPGPUの大規模数値計算への応用の

可能性を探るため、2次元ナヴィエ・ストーク

ス問題の差分スキームによる標準的なプログ

ラムを使ってベンチマークテストを行った。

その結果、GPGPUで並列化を行ったときが従来

の約2倍のスピードが得られた。 
 また、本研究の応用として海洋波動の数理
モデルとして非線形保存型の浅水長波方程
式に対して有限要素法に基づく計算力学手
法を採用することにより、深海波の分散性の 
性質と極浅海域での非線形性を同時に考察
し、海底地形データをもとに富山湾の波の大
規模コンピュータシミュレーションを行っ
た。その結果、富山湾特有の寄り回りの基本
的な発生メカニズムは、富山湾固有の複雑な
海底谷と、海岸から１ｋｍから５ｋｍの沿岸
域内における急激な海底地形により発生す
る大きな｢屈折｣を伴った浅水変形が波エネ
ルギーを局所的に集中させることで波高が
高くなる現象であることを示した。 
 分担者・村川は主に、3 重結節点を含む移
動境界問題の解析と数値解析について研究
した。 
 移動境界問題において、3 つ(以上) の移
動境界が 1点で交われば、その点は三(多) 重
結節点となるが、多重結節点を含む問題の解
析は困難である。分担者・村川は二宮広和氏
(明治大学)と共に、3 重結節点を含むある移
動境界問題を取り扱い、その問題の弱形式を
与えた。 
更に、この弱形式では移動境界の情報は陽に
は含まれておらず、領域全体で問題の解を求
めた後に移動境界の情報が得られるため、移
動境界問題の解析を容易にするものでもあ
る。3 重結節点を含む移動境界問題の解析は
極めて難しく、移動境界の情報を陰的に含む
形式で表現したのは本研究が世界初である。
この研究から 3重結節点を含む移動境界問題
の解析が今後急速に発展することが見込ま
れる。 
分担者・村川は更に、この問題を含む一般

の交差拡散系に対する、汎用的で、実装が簡
単な、効率的な数値解法を提案し、その解析
を行った。交差拡散系の数値解析の歴史は浅

く、限定された問題に対するものしかなく、
文献も数えきれるほどしかない。特に、上記
の移動境界問題の弱形式である交差拡散系
に適用できる数値解法の研究はこれまでに
なかった。更に、既存の数値解法は実装が煩
雑で計算コストも高いものである。これらの
問題を解決するために、一般の交差拡散系を
近似する近似解法に着目し、その離散化を行
うことで、汎用的で簡便な、計算コストが安
い線形数値解法を得た。多くの数値実験を行
ったところ、精度も十分なものである。その
数値解法の解析を行い、安定性と収束性を示
した。この研究により、これまで煩雑であっ
た交差拡散系に対する数値計算が、容易なも
のとなった。また、この数値解法は上記の移
動境界問題の数値解の求解にも適したもの
であり、3 重結節点を含む移動境界を容易に
捉えることができる。この研究は、非線形拡
散問題の解析の発展に寄与するものと思わ
れる。 
 関連の研究として、水銀等の導電性非圧縮
粘性流体の運動を支配する３次元有界領域
の磁気流体方程式形の初期値･境界値問題に
ついて、第１Betti 数が０の場合、粘性係数
が大きくかつ伝導度が小さいとき、３乗可積
分関数のクラスに属する定常流が一意に存
在し、さらに定常流が微小な初期摂動に対し 
、初期摂動が３乗可積分関数空間のノルムの
意味で小さいときに定常解は指数関数的に
安定であることを明らかにした。 
また、全空間の Navier-Stokes 方程式に処罰
法を適用して得られる方程式の解がパラメ
ータ極限として Navier-Stokes方程式の解に
十分に近づくということを解析半群の理論
を使って示すことにより、初期値問題に対す
る処罰法の数学的正当化を示した。 
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