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研究成果の概要（和文）：集団遺伝学における様々な確率モデルに対して、以下の考察を行った。

個体数が確率的に変動する場合の幾つかの確率モデルの解析とこれらのモデル間の関係を明ら

かにした。また、自然淘汰の互助的相互作用を伴う多次元確率モデルの諸性質を明らかにした。

さらに、出生死滅過程として記述される確率モデルに関して、２つの境界点の一方に先に到達

するという条件の下で誘導される条件付き確率過程の性質と、この確率モデルの弱突然変異極

限を考察した。 

 
研究成果の概要（英文）：Stochastic models of population genetics were studied by means of 
the theories of stochastic processes. First, several models with the fluctuation of population 
size were investigated and the relation between these models was disclosed. Next, some 
properties of the multi-dimensional stochastic models with compensatory fitness 
interaction were studied. Further, two results were obtained for a stochastic model 
described by a birth and death process. The first result was properties of the conditional 
process conditional on hitting the specified boundary point prior to the other boundary 
point. The second was some limit theorems of this stochastic model under weak mutation.  
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１． 研究開始当初の背景 

 
 生物集団の進化機構を数理的に解明する
ことを目指す集団遺伝学は、1930 年代にその
研究が始まり、当初から確率論や確率過程論
と深い関係をもって発展してきた。集団遺伝

学における典型的な確率的要因としては、個
体数有限に起因する遺伝的浮動 (random 
genetic drift) と環境の確率的変動（確率
的自然淘汰や個体数の確率的変動）がある。
したがって、集団遺伝学の多くのモデルは
様々な確率モデル（離散時間マルコフ連鎖モ
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デル、出生死滅過程モデル、拡散過程モデル、
ランダムなパラメータを含む発展方程式モ
デルなど）で記述される。とくに、近年の DNA
レベルでの分子生物学的手法の飛躍的な発
達により、より定量的な解析が可能となり、
それに対応してさらに多様な確率モデル（遺
伝子系図学モデルや測度値拡散過程モデル
など）も提唱されている。このような状況の
なかで、集団遺伝学と確率論、確率過程論と
の交流は以前にも増して必要とされるよう
になってきた。 

集団遺伝学の最前線で用いられる確率モ
デルの解析には、そのモデルの複雑さ故に、
数学的に厳密な考察が行われず直感的近似
やコンピュータ・シミュレーションに基づく
類推が多用されている。したがって、数学的
に厳密な考察を行い、これらを正当化するこ
とや、その適用限界を明らかにすること、さ
らには、誤謬を見出して訂正することは集団
遺伝学の数理的研究にとって重要である。と
くに、集団遺伝学のより定量的な考察が可能
となった現在、その重要性は増しつつある。
一方、集団遺伝学が提起する問題が、確率過
程論の研究そのものに新たな研究テーマを
与えることもある 。 

研究代表者は、1980 年代から一貫して数学
的に厳密な考察を中心とした集団遺伝学の
確率論的研究を遂行してきた。とくに、理論
集団遺伝学の世界的権威である J. H. 
Gillespie カリフォルニア大学名誉教授や W. 
Stephan ミュンヘン大学（ルードヴィッヒ・
マキシミリアン大学）教授と恒常的に研究討
論を行い、彼らが提起する問題を確率過程論
的に定式化し、それらの問題を解決してきた。
彼らとの最近の研究討論から、本研究課題を
抽出するに到った。 
 
２． 研究の目的 
 
本研究においては、確率過程論的方法とコ

ンピュータ・シミュレーションを併用して集
団遺伝学における様々な確率モデルの確率
過程論的研究を行う。とくに、集団遺伝学に
おける未解決の数理的問題や直感的に近似
法等が提唱されている問題などを確率過程
論の命題として定式化し、それらの解析を行
う。具体的には、次のようなテーマを考察す
る。 

 
(1) 個体数の確率的変動を伴う確率モデル 

の定式化とその諸性質の解明 
 

(2) 自然淘汰の互助的相互作用を伴う多元 
確率モデルの定式化とその定量的性質 
の解明 
 

(3) 集団遺伝学における確率モデルの二重 

極限操作の再考察 
 
３． 研究の方法 
 
  研究の目的で述べた３つのテーマを次の
方法で考察する。 
 
(1) 個体数の確率的変動を伴う確率モデル 

の定式化とその諸性質の解明 
 
 集団遺伝学に現れる典型的な確率モデル
は、個体数を時間的に一定として、個体数の
有限性に起因する確率的変動（遺伝的浮動）
を記述する Wright-Fisher モデルと呼ばれ
る離散時間マルコフ連鎖と、これを拡散過程
で近似した拡散モデルである。これらのモデ
ルに個体数が確率的に変動する効果を、個体
数の変動過程をマルコフ過程として導入す
る。マルコフ過程と拡散過程の理論を用いて、
これらの複合確率過程（ランダムな環境下で
のマルコフ連鎖と拡散過程）の諸性質を解明
する。 
 

(2) 自然淘汰の互助的相互作用を伴う多元 
確率モデルの定式化とその定量的性質 
の解明 

 
 自然淘汰の互助的相互作用（２つの遺伝子
を考え、一方にのみ突然変異が起こると有害
効果を生じるが、両者の突然変異を共有する
と有害性が消失するとする遺伝子間相互作
用）を伴う確率モデルを多次元マルコフ連鎖
と多次元拡散過程を用いて定式化する。拡散
過程の理論とマルコフ連鎖のコンピュー
タ・シミュレーションを併用して、これらの
モデルの特性量、とくに、ある状態への初期
到達時間の性質に関する考察を行う。 
 この課題はミュンヘン大学ルードヴィッ
ヒ・マキシミリアン大学）の理論集団遺伝学
者 W. Stephan 教授のグループの研究と密接
に関連している。そのため、このグループと
適宜研究打合せを行うことにより、研究の円
滑な遂行と関連した新たな課題の抽出とそ
の考察を試みる。 
 
(3) 集団遺伝学における確率モデルの二重 

極限操作の再考察 
 
集団遺伝学においては、複雑な確率モデル

を相対的に取扱いが容易な確率モデルで近
似することが頻繁に行われてきた。典型的な
例としては、Wright-Fisher モデルや Moran
モデルと呼ばれる出生死滅過程の拡散過程
（拡散モデル）による近似（拡散近似）があ
る。近似した拡散モデルの幾つかのパラメー
タ（突然変異率と集団の個体数の積、自然淘
汰の強度と集団の個体数の積）が極端な値を



 

 

取る場合に、このモデルをさらに取扱いの容
易な確率モデル（連続時間飛躍型マルコフ過
程）で再び近似することが理論集団遺伝学 J. 
H. Gillespie カリフォルニア大学名誉教授
により提唱されている。しかしながら、この
ような二重の極限操作を施すのではなく、
元々の確率モデルからの１つの極限操作で
最終的な確率モデルを決定することが望ま
しい。これに関連して 
 

① いかなる極限操作の下で連続時間飛躍型
マルコフ過程が極限過程として得られる
か。 

 
② その極限過程はこれまでに二重の極限操

作により決定されていた確率過程と一致
するか。 

 
③ 時間尺度の変更は二重極限操作の２つの

時間尺度変更とどのように関係している
か。 

 
が問題となる。ここでは、この問題をマルコ
フ過程論、とくに、一次元広義拡散過程や一
次元双一般化拡散過程の理論と極限定理を
用いて考察する。 
 
４． 研究成果 
 
研究の目的で述べた３つのテーマに対し

て、研究の方法で述べた方法を用いて以下の
研究成果を得た。 

 
(1) 個体数の確率的変動を伴う確率モデル 

の定式化とその諸性質の解明 
 

突然変異の効果を含む Wright-Fisher モ
デルに、個体数の変動を離散時間マルコフ連
鎖として導入することにより、個体数の確率
的変動を伴う確率モデルを定式化した。マル
コフ過程の理論を用いて、この確率過程の特
性量である集団の有効個体数を定常状態の
性質を用いて定義した。個体数の変動が正の
時間相関をもつとき、有効個体数は変動する
個体数の調和平均よりも常に大きいが、個体
数の変動が負の時間相関をもつとき、有効個
体数は調和平均より常に小さいこと、さらに
は、個体数の変動が時間相関をもたないとき
にかぎり有効個体数は調和平均に等しいこ
とを証明した。この結果により、これまで直
感的に信じられ、集団遺伝学の多くの文献に
記述されていた「変動環境下での有効個体数
は調和平均に等しい」という命題の誤謬と適
用限界を明らかにすることができた。また、
ここで定義した有効個体数と拡散モデルや
遺伝子系図学モデルなどに対して定義され
た有効個体数の関係を明らかにした。さらに、

これらの結果をまとめて学術論文として公
表した。 
 

(2) 自然淘汰の互助的相互作用を伴う多元 
確率モデルの定式化とその定量的性質 
の解明 

 
集団遺伝学に現れる二倍体生物集団にお

ける自然淘汰の互助的相互作用による分子
進化の確率モデル（Wright-Fisher モデル）
を記述する３次元離散時間マルコフ連鎖に
対して、以下の考察を行った。 
自然淘汰の様式で分類した幾つかのモデ

ルに対して、実験的研究や遺伝情報分子（DNA
や RNA）の塩基配列比較により得られるデー
タを用いて、一方の遺伝子にのみ生じた突然
変異の有害度を推定するための理論の構築
と解析のためのコンピュータ・プログラムを
作成し、その解析を行った。その結果、自然
淘汰に優性効果がない場合の二倍体生物集
団の推定値は半数体生物集団の推定値のほ
ぼ２倍となることがわかった。さらに、この
結果がこれらのモデルを拡散過程で近似し
た拡散モデルの解析から数学的に導かれる
ことを示した。一方、自然淘汰に優性効果が
ある場合の二倍体生物集団の推定値は、自然
淘汰に優性効果がない場合の二倍体生物集
団の推定値よりは大きくなるが、後者の数倍
を超えないこと、したがって、両者は同じオ
ーダーの量であることが判明した。 
また、このモデルの先行研究では復帰突然

変異（突然変異により生じた状態が元々の状
態に戻る変異）の効果が存在する場合と存在
しない場合が別個に解析されてきたが、２つ
の場合の関係が明確になっていなかった。本
研究では、復帰突然変異が存在しないモデル
は復帰突然変異が存在するモデルの近似（極
限）であるとの認識から、この近似が成り立
つ十分条件を明らかにした。さらに、近似の
精度を定量的に評価するためのコンピュー
タ・シミュレーションのプログラムを完成さ
せた。このプログラムを用いて、突然変異の
効果が強い場合は復帰突然変異の効果は無
視できないが、突然変異の効果が弱い場合は
復帰突然変異の効果は無視できることが予
想されるなどの予備的な結果を得た。さらに、
この予想を一次元拡散過程の境界への到達
可能性に関する結果（W. Feller による境界
点の分類）と関連させて考察した。 
次に、この確率モデルをさらに一般化した

モデル（一方の遺伝子が遺伝子重複により第
３の遺伝子を生じさせた場合の複雑な互助
的相互作用のモデル）の定式化と基本性質の
考察を行った。とくに、このモデル（7 次元
離散時間マルコフ連鎖）における幾つかの状
態への初期到達時間の性質に遺伝子重複が
与える効果を考察した。その結果、自然淘汰



 

 

の様式によっては遺伝子重複がある状態へ
の初期到達時間を長くする場合もあるなど、
これまで直感的に信じられていた性質（遺伝
子重複の存在は常に初期到達時間を短くす
る）が成立しない事例があることを示すこと
ができた。 
  
(3) 集団遺伝学における確率モデルの二重 

極限操作の再考察 
 

集団遺伝学の基本的な確率モデルである
Wright-Fisher モデル（離散時間マルコフ連
鎖）と Moran モデル（出生死滅過程）は、モ
デルの諸パラメータが適当な関係をもつと
き、ある時間尺度の変更 T(1) の下で拡散過
程（拡散モデル）で近似される。さらに、１
次元拡散モデルはモデルの諸パラメータが
適当な関係をもつとき、ある時間尺度の変更 
T(2) の下で簡素な連続時間飛躍型マルコフ
過程で近似される。したがって、Moran モデ
ルはモデルのパラメータが適当な関係をも
つとき、ある時間尺度の変更 T(3) の下で連
続時間飛躍型マルコフ過程に収束すると期
待される。この予想を一次元広義拡散過程と
一次元双一般化拡散過程の極限定理を用い
て肯定的に証明し、T(3) は T(1) と T(2) 
の積で与えられることを示した。極限過程は
弱自然淘汰・弱突然変異極限と中程度自然淘
汰・弱突然変異極限では一次元広義拡散過程
となる。一方、強自然淘汰・弱突然変異極限
では scale function と speed measure の極
限が共通の飛躍点をもつため、一次元広義拡
散過程とはならず、一次元双一般化拡散過程
となる。この結果から、一次元広義拡散過程
の列の極限として一次元双一般化拡散過程
が自然に出現することを示した。さらに、こ
れらの内容をまとめて学術論文として公表
した。 
また、Moran モデルを含む出生死滅過程に

対して、以下の研究を行った。出生死滅過程
から予め指定した一方の境界点に先に到達
するという条件を課すことにより誘導され
る確率過程（条件付き確率過程）に対して、
右境界点と左境界点が反射壁境界条件もし
くは吸収壁境界条件のいずれを満たすかに
着目して、誘導された確率過程がマルコフ過
程となるための条件を考察した。先に到達す
る境界点が吸収壁境界条件をみたすときは、
条件付き確率過程は再び出生死滅過程とな
ることを示し、誘導された条件付き確率過程
（出生死滅過程）の決定を行った。一方、こ
の境界点が反射壁境界条件をみたすときは、
条件付き確率過程はマルコフ過程とはなら
ないことを証明した。この結果から、境界点
への初期到達時間で条件付けた確率過程を
考えることにより、マルコフ過程から非マル
コフ過程が自然に誘導されることを示した。

これらの結果をまとめて 2011 年にドイツの
ボン大学で開催された確率過程論に関する
国際会議で発表し、さらに、学術論文として
公表した。 
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