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研究成果の概要（和文）：ファイン計算可能関数の概念の定式化と単位正方形におけるフビニの

定理の実効化を示した。確率分布の計算可能性と実効的収束の定式化を行い、対応する確率分

布関数のファイン計算可能性と実効的ファイン収束との関係を調べた。また、特性関数の計算

可能性と実効的収束との関係を調べ、ボッホナーの定理の実効化を与えた。

研究成果の概要（英文）：We formulated the Fine computability and prove the effectivization
of Fubini’s Theorem on the unit square. We defined computability and effective
convergence of probability distributions, and investigated the relations to Fine
computability and effective Fine convergence of the corresponding probability distribution
functions. We also investigated the relation to computability and effective convergence of
the corresponding characteristic functions. We proved an effectivization of Bochner’s
Theorem.
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１．研究開始当初の背景

自然数 N から N への関数の計算可能性の

定義はテューリング機械による定義、または、

これと同等な再帰的関数として確立してい

る。実数上の連続関数に対しては次の２つの

定義が主流と考えられる。(i)はテューリング

機 械 な ど の 仮 想 機 械 に よ る も の で 、

Weihrauch によるⅡ型機械によるⅡ型計算

可能性が代表的なものである。もう１つは、

Grzegorczyk 等 に よ り 提 唱 さ れ 、

Pour-El,Richards により定式化された、計

算可能関数を(ii)(a)列計算可能性：計算可能
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実数列を計算可能実数列に移す、(b)実効的連

続性：連続率が再帰的関数で与えられること

で定義する。両者とも関数の連続性を仮定し

ており、ハール関数やウォルシュ関数は簡単

な関数で、ディジタル・プロセシングにおい

ても重要な関数であるにも関わらず、不連続

関数であり、上記定義で扱うことはできない。

2 進距離に基づいて、[0,1)上におけるファ

イン計算可能関数と実効的ファイン収束の

定義、および、ウォルシュ・フーリエ解析の

実効化の試みは、森により始められた。この

位相による連続性は、2 進無理点で連続で 2

進有理点で右連続なことと同値である。

測度の計算可能性に関しては、それほど多

くの研究は為されていない。本研究に関連す

るものとしては、Weihrauch と彼の共同研

究者による研究, および、Schroeder 等によ

る研究が挙げられる。前者は[0,1]において、

測度を連続関数の空間のデュアル空間の元

とし、彼らの representation による計算可能

性を定義したものである。後者は Boolean

semi-algebra {(a,b]|a,b は有理数)を用いて

representationによる計算可能性を定義した

ものである。representation による計算可能

性の議論では測度の実効的収束は直接的に

は扱われていない。

２．研究の目的

(1) R 上のファイン計算可能関数および実効

的ファイン収束等のファイン計算可能性に

関する定式化を確立する。

(2) R 上の確率分布の計算可能性と実効的収

束の定式化を行う。

(3) (2)の結果と確率分布関数の計算可能性と

実効的収束との関係を調べる。

(4) (2),(3)の結果と特性関数の計算可能性と

実効的収束との関係を調べる。

(5) 単位区間上の分布とウォルシュ・フーリ

エ級数の関係を調べる。

(6) ウォルシュ・フーリエ変換の実効化の研

究を行う。

３．研究の方法

研究の目的(1)について

ファイン位相を実数に拡張する。

研究の目的の(2),(3))について

(a) 分布の計算可能性と弱収束の実効化

(b) 分布関数のファイン計算可能性と分布

関数の収束

研究の目的(4)については

特性関数の(一様)計算可能性と実効的一様

収束

研究の目的(5)について

例について調べる。

研究の目的(6)について

(a) 一般化ウォルシュ関数のファイン計算

可能性

(b) ウォルシュ・リーマン・ルベッグの定

理の実効化

(c) ウォルシュ・フーリエ変換の逆変換

(2 重積分公式)の実効化

４．研究成果

(１) ファイン計算可能関数の定式化の補足

として、ファイン連続関数列については、フ

ァイン収束は連続的ファイン収束と同値で

あることを示した。なお、実効的ファイン収

束はファイン収束の実効化と考えられる。

（２）Brattka によるファイン計算可能関数

のグラフは無限個の縮小写像によるフラク

タルとして特徴づけられることを示し、若干

の拡張を行った。

(３) (２)の例は、グラフ有向集合とも

みなされること、および、グラフ有向集合

が Markov-自己相似集合と同じであることを

示した。他方ランダム反復アルゴリズム

の理論を立てた。これによってグラフ有



向集合に対する新しい見方が与えられ、

またランダム反復アルゴリズムに多く

の拡張モデルがあることが判明した。

(４) 確率分布列{μ m}の計算可能性を

任意のコンパクトサポートを実効的に

持つ計算可能関数列{fn}に対して、

{μ m(fn)}が計算可能実数列となること

で定義する。

確率分布列{μ m}が確率分布μに実効

的に収束するとは、任意のコンパクトサ

ポートを実効的に持つ計算可能関数列

{fn}に対して、{μ m(fn)}が{μ(fn)}に実

効的に収束することで定義する。

また、関数列{fn}が f に実効的各点収

束するとは、任意の計算可能実数列{xm}

に対して、{ fn (xm)}が{f(xm)}に実効的

に収束することで定義する。

以下において、{μ m}を確率分布列、

{Fm}{φ m}を対応する分布関数列と特性

関数列とする。また、μを確率分布、F

φを対応する確率分布関数と特性関数

とする。

定理１ {Fm}が列連続ならば{μ m}計算可

能である。

{μ m}が実効的有界な密度関数を持つ

場合には、以下の定理を得た。

定理２ {μ m}が実効的有界な密度関数

を持つとき、{μ m}の計算可能性と{Fm}

の計算可能性は同値である。

定理３ {μ m}が実効的有界な密度関数

を持つとき、{μ m}がμに実効的に収束

することと、{Fm}が F に実効的各点収束

することとは同値である。

(５) 確率分布がポイント・マスを持つ

場合は、対応する分布関数は不連続とな

る。分布関数がファイン連続となる場合

に関して以下の定理を得た。なお、ファ

イン連続関数を扱うことは、不連続点を

2 進有理数に限ることに対応する。

定理 1 より少し強い結果として、

定理４ {Fm}が列ファイン計算可能なら

ば、{μ m}は計算可能である。

定理５ {Fm}が実効的ファイン連続とす

る。このとき、{μ m}が計算可能ならば

{Fm}は列計算可能である。

任意の計算可能２進無理数列{xm}に

対して、{ fn (xm)}が{f(xm)}に実効的に

収束するとき、{fn}は f に実効的２進無

理収束するという。

定理６ {Fm}と F は列ファイン計算可能

とする。このとき、{Fm}が F に実効的２

進無理収束すれば、{μ m}はμに実効的

に収束する。

定理７ {Fm}と F は列ファイン計算可能

で F は実効的ファイン連続とする。この

とき、

{μ m}がμに実効収束すれば、{Fm}は F に

実効的２進無理収束する。

(６) 確率分布の計算可能性と特性関数

の計算可能性に関しては以下の定理を

得た。

定理８ {μ m}が計算可能ならば、{φ m}

は一様計算可能である。

定理９ {μ m}とμを計算可能とし、{Fm}

と F はファイン計算可能とする。 この

とき、{μ m}がμに実効収束すれば{Fm}

は F に実効収束する。

定理１０ {φ m}とφは計算可能とする。

このとき、{φ m}がφに実効収束すれば

{μ m}はμに実効収束する。

定理１１ {φ m}が計算可能ならば{μ m}

は計算可能である。

定理１２ φが計算可能分布の特性関数

となるためには、次が成り立つことが必

要十分である。 (i)正定値、

(ii) 計算可能、(iii)φ(0)=1



定理１０の応用として、成功する確率 p が

計算可能実数であるベルヌーイ試行に対し

て、de Moivre-Laplace の中心極限定理が実

効的に成り立つ。
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