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研究成果の概要（和文）：多項式および超越整関数の力学系を個別にまた双方向的に主に複素解析的手法を用いて研究
した．特に著しい結果として，与えられた多項式に対してその力学系的性質を部分力学系として持つ超越整関数を擬等
角手術の方法で構成した．またこの手法の応用として例えば，(1)Julia集合がSierpinskiカーペットとなるような超越
整関数，(2)Cremer点を持つがJulia集合が局所連結となるような超越整関数，を構成した．これらはいずれも多項式の
力学系では起こらない現象を示す新たな例となった．

研究成果の概要（英文）：We investigated the dynamics of polynomials and transcendental entire functions bo
th individually and bidirectionally by mainly using complex analytic methods. As a remarkable result, for 
a given polynomial P we constructed a transcendental entire function which has the dynamics of P as its su
bdynamics by quasiconformal surgery. Also as an application of this method, we constructed, for example,  
(1)a transcendental entire function whose Julia set is a Sierpinski carpet, (2)a transcendental entire fun
ction which has a Cremer point but whose Julia set is locally connected. These are new examples which show
 new phenomena which never occur for polynomial dynamics. 
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１．研究開始当初の背景 
 整関数は多項式と超越整関数の２つに分
類される．前者は Riemann 球面上の力学系 
と見なせるのに対し，後者は無限遠点が真性
特異点であるためにできない．従って両者の
力学系的性質は一般に著しく異なる．一方超
越整関数は多項式の広義一様収束極限とし
て表現されるので，両者の間に何らかの関係
があるのも事実である．本研究の代表者は複
素力学系の研究開始当初から「多項式の力学
系を研究することによって超越整関数の力
学系を理解できないか？」ということを考え
ており，例えば，多項式の列がある超越整関
数に広義一様収束しているときに，ある条件
下で多項式の Julia 集合が超越整関数の
Julia 集合に Hausdorff 収束することを証明
し て い た （ M.Kisaka,, Local uniform 
convergence and convergence of Julia sets, 
Nonlinearity  8 (1995), 273 -- 281)．ま
た研究の方向としてこれの逆，即ち「超越整
関数の結果から多項式の力学系の結果を導
く」という，意外とも思えるものもあり得る．
例えば連携研究者である宍倉による，Cremer 
point をもつ２次多項式の Julia 集合の位相
的性質に関する研究（unpublished）がそう
である．このように多項式，超越整関数の力
学系の研究を個別に行うだけでなく，それと
同時に「双方向的」に行うことが今後，複素
力学系研究の発展のためには極めて重要に
なってくると考えるに至った． 
 
２．研究の目的 
 本研究では多項式と超越整関数，両者の力
学系的性質を個別に研究すると同時に，双方
向的研究，即ち多項式の力学系の結果から超
越整関数の力学系の結果を得ること，更には
その逆に，超越整関数に関する結果から多項
式に関する結果を導くことを目指した．具体
的には例えば多項式の力学系については「近
放物型不動点のくりこみ理論」の応用による
研究を，超越整関数の力学系についてはジュ
リア集合やファトゥ集合の位相的性質をは
じめとする一般論の展開と，指数関数族や三
角関数族などの具体的な関数特有の力学系
的性質を明らかにすることを，個別にまた双
方向的に行うことを目標とした． 
 
３．研究の方法 
(1)様々な先行研究を理解すると同時に，既
存の函数論の手法や複素力学系の手法を組
み合わせることによって問題解決の方法を
試行錯誤しながら模索する． 
 
(2)取り組む問題によって適宜コンピュータ
グラフィックスを用いて現象の把握，予想さ
れる数学的事実の発見，また逆に示した一般
論の具体例による検証などを行う． 
 
(3)日本数学会の総合分科会や数理解析研究
所での力学系，複素力学系，また函数論関係

の研究集会などに積極的に参加し，新たな知
見を得ると同時に，本研究によって得られた
成果を発表する．更には海外での研究集会に
も参加して，日本より多くいる海外の複素力
学系研究者とのディスカッションを通じて
問題解決のヒントを得たり，研究の新たな方
向性などを探る． 
 
４．研究成果 
主な研究成果は以下の通りである： 
 
多項式の力学系について 
(1) 「近放物型不動点のくりこみ理論」の応
用の１つとして，Siegel 円板または Cremer
点をもつ２次多項式のジュリア集合の位相
的構造の詳細な表示を与えた．特に Cremer
点をもつ２次多項式のジュリア集合は正確
な図をコンピューターで描くのは不可能で
あるため，実際にどのような「形」をしてい
るのかは今まで未知であった． 
 
(2) 「双曲型である多項式のジュリア集合が
連結であるならば局所連結になる」という結
果の別証明（path connected であることを直
接示す）を与えた． 
 
(3) ２次多項式のときに Douady-Hubbard に
よって考えられていた straightening map と
いう概念を３次以上の一般の d-次多項式の
場合に考え，それが disjoint type でない限
り不連続になることを示した． 
 
(4) ２ つ の 有 理 写 像 が そ れ ぞ れ
polynomial-like restriction を持ち，もし
それらが解析的共役になるならば，この２つ
の有理写像は共通の有理写像に半共役であ
る．また同様の結果が「有理写像」を「多項
式」または「超越整関数」に置き換えても成
立する． 
 
(5) Axiom A を満たす多項式 skew product で
与えられる力学系に対して(1)集積集合，(2)
各点集積集合，(3)成分集積集合，の３つの
集合を考え，これらの集合間の相互関係を調
べた．例えば各点集積集合と成分集積集合が
一致するための必要十分条件を与えた． 
 
(6) 実の２次多項式族に関する Jacobson の
定理に対して複素力学系の Yoccoz puzzle を
用いた別証明を与えた．また同時に絶対連続
な不変測度をもつパラメーター集合の測度
の下からの定量的な評価を与えた．これは今
までに知られている評価よりはるかに改善
されたものである． 
 
(7) 「近放物型不動点のくりこみ理論」の応
用として，2次多項式族の Mandelbrot 集合に
ついてサテライト型で無限回くりこみ可能
なパラメータで，ある条件を満たすようなも
のに対してはその点において Mandelbrot 集



合は局所連結になることを証明した． 
 
超越整関数の力学系について： 
(8) 「構造有限型」という「特異有限型」に
含まれる特殊なクラスの超越整関数につい
て，Siegel 円板が存在すれば，その境界には
漸近値が必ず存在することを示した． 
 
(9) 指数関数族の Julia 集合には「hair」と
呼ばれる構造がある．これは無限遠に伸びる
曲線の族で各曲線上の点は反復合成により
無限遠に発散する．また１つの曲線全体は力
学系により曲線族内の他の曲線に写り，その
写り方は適当な記号力学系で記述される．ま
た各曲線は滑らか（即ち，無限回微分可能）
である．以上の指数関数特有の結果が同様に
成り立つような一般的な枠組みを証明し，更
にその応用として構造有限型超越整関数の
ある部分族に対して実際に「hair」が存在し，
それが無限回微分可能な曲線であることを
証明した． 
 
(10) Fatou集合が非有界成分を持つときには
Julia 集合が局所連結にならない，という結
果に対する別証明を与えた． 
 
(11) Julia集合が Sierpinskiカーペット（即
ち，連結，局所連結，全疎な閉集合であって
補集合の境界が互いに素な Jordan 閉曲線で
あるようなもの）になるための十分条件を与
え，更にその条件を満たすような超越整関数
でいくらでも遅い増大度を持つようなもの
を擬等角手術の方法によって構成した． 
 
(12) Baker領域を持つ超越整関数が多項式列
で複素平面上で広義一様に近似されている
とき，もしその多項式の Julia 集合が連結な
らば，多項式の無限遠点の吸引領域は Baker
領域に核収束しないことを示し，またこの現
象を具体例で考察した． 
 
(13) 超越整関数の力学系について：与えら
れた多項式 P に対して，超越整関数 f で f 
のある円板への制限が擬多項式写像になり，
それが P と擬等角共役になるようなものを
擬等角手術の方法によって構成した．更にこ
のような f でいくらでも遅い増大度を持つ
ようなものが構成できることを示した．また
この一般原理の応用として次の２つを示し
た：（I）超越整関数 f で与えられた種類と
個数（ただし有限個）の Fatou 成分（ただし
Baker 領域と遊走領域を除く）を持つような
ものを構成した．これは「与えられた種類と
個数（無限個も可）の Fatou 成分を持つ超越
整関数が存在するか」という問題の部分的解
決を与える．（II）超越整関数で Cremer 点を
持ち，しかも Julia 集合が局所連結になるよ
うなものを構成した．多項式の場合は Cremer
点を持てばJulia集合が局所連結にはならな
いことが知られているので，この例は多項式

の場合には起こらない現象を示す新たな一
例となる．またこの例の構成には多項式 Pの
力学系的性質が必要であり，この点において
これは多項式の力学系の結果から超越整関
数の力学系の結果を得たものだと言える． 
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