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研究成果の概要（和文）：リー群における非可換フーリエ変換について、主に次の観点から研究

を行った。指数p(1＜p≦2)とその共役指数qに対して、Lpフーリエ変換は群上のLp関数の空間か

ら群のユニタリ双対上の作用素値Lq空間への有界線型写像として定義されるが、この写像のノ

ルムの決定は調和解析の基本的な問題の 1 つである。本研究ではRnのコンパクト拡大で得られ

る群に対してノルムを決定した。また、一般の連結冪零リー群に対して、ノルムの上からの評

価を与えた。次に、非可換フーリエ変換をC*群環からユニタリ双対上の有界作用素場のなすC*

 

環

への準同型写像とみなす観点から研究を行い、ある６次元の可解リー群の例において変換の像

の構造を解析する試みを始めた。 

研究成果の概要（英文）： This research mainly concerns non-commutative Fourier 
transforms on Lie groups from the following viewpoints. For an exponent p (1＜p
≦2) and its conjugate q, the Lp-Fourier transform is defined to be a bounded operator 
from the space of Lp-functions on the group to the Lq-space of operator fields on 
the unitary dual; the determination of its norm is one of the main problems of harmonic 
analysis. We obtained the norm for the groups defined by compact extensions of Rn. 
We also obtained an estimate of the norm for general connected nilpotent Lie groups.  
Next, we have treated the Fourier transform as a homomorphism from the C*-algebra 
of the group to the C*

 

-algebra of bounded operator fields over the unitary dual, and 
began trying to analyze the image of the Fourier transform on a certain example of 
six dimensional solvable Lie group.   
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源において数理物理に深い関わりを持ち、ま
た変換群の表現論・調和解析として幾何学的
にも重要である。可解リー群の表現論におい
ては、Kirillov の創始した「軌道の方法」
(orbit method)により、I 型可解リー群の既
約ユニタリ表現の構成が与えられ、基礎の枠
組みが形成された。しかし、実際に調和解析
における様々な問題へ応用するためには、例
えば群環の表現、特に非可換フーリエ変換の
構造解析などにおいてさらに精密な情報が
必要であり、複雑なユニタリ双対を調べる上
での技術的な問題とも関わって多くの課題
がある。 
 

２．研究の目的 
冪零リー群、および指数型可解リー群にお

いて、群の既約ユニタリ表現が引き起こす群
環の表現および非可換フーリエ変換を軌道
の方法に基づいて構成・記述し、詳しい構造
解析を行う。具体的にはLpフーリエ変換の作
用素としてのノルムを求める問題やフーリ
エ変換によるC*

 

群環の像の解析を中心に取り
扱う。また、これらの過程で得られる知見を
用いて、例えば様々な誘導表現の構成に関わ
る問題や、可解リー群以外のクラスのリー群
のフーリエ変換の解析に関する問題への応
用を目指す。 

３．研究の方法 
連結単連結冪零リー群、さらに一般に指数

型可解リー群の既約ユニタリ表現は、軌道の
方法により群の余随伴軌道に対応付けられ、
各既約表現は、実 polarizationからの誘導
を経て等質空間上の二乗可積分関数のなす
ヒルベルト空間上に実現される。これに基づ
いて、群環の表現をこのヒルベルト空間にお
ける積分作用素の形で表示し、作用素の挙動
を調べる。続いて群環の元に対して群のユニ
タリ双対上の作用素場を対応させる写像（非
可換フーリエ変換）を構成する。上記の、群
の余随伴軌道と群のユニタリ双対との対応
は同相写像であることが知られており、ユニ
タリ双対は余随伴軌道の空間と位相空間と
して同一視することができる。これにより、
非可換フーリエ変換を余随伴軌道上の作用
素場として記述し、余随伴軌道の幾何的情報
を用いて解析を進める。 
冪零リー群等、群がユニモジュラーである

場合は、ユークリッド空間の調和解析の類
似・一般化として、一般の可解リー群の場合
より精密な結果が期待できる。この観点から
本研究ではユニモジュラーな群に対してはLp

一方、一般の指数型可解リー群においては、
フーリエ変換の挙動は極めて複雑なものと
なり、技術的にも多くの準備が必要となる。
例えば、冪零リー群の場合と異なり、各既約

表現において、コンパクト台を持つ連続関数
に対応する作用素が必ずしもコンパクト作
用素とは限らないため、コンパクト作用素に
変換される関数を特徴づけるための適切な
方法を見出すことが新たに問題となる。 

空間のフーリエ変換の解析を取り上げる。 

これらを踏まえて、研究の遂行においては、
リー群のユニタリ表現論・非可換調和解析お
よび関連分野の情報を得るため、国内では表
現論シンポジウム、RIMS研究集会、実函数
論・函数解析学合同シンポジウム等の研究集
会に参加した。海外では 2009 年および 2011
年にチュニジアで開催された
Tunisian-Japanese Conference “Geometric 
and Harmonic Analysis on Homogeneous 
Spaces and Applications”、2012 年にフラ
ンスの CIRM で開催された研究集会 
“Harmonic Analysis, Operator Algebras 
and Representations”に出席し、研究発表
を行った。また、ロレーヌ大学（フランス）
およびスファックス大学（チュニジア）の表
現論の研究者・研究グループの訪問，当該研
究者の短期間の招聘等により研究交流を進
めた。 
 

４．研究成果 
(1) ユークリッド空間における調和解析に
おいて基本的なHausdorff-Young定理は、Rn上
のLp関数のフーリエ変換の像がRn*上q乗可積
分な関数であり、そのLqノルムが元の関数の
Lpノルムで上から押さえられることを示す不
等式である。ここで 1＜p≦2、qはpの共役指
数とする。これはKunzeにより、局所コンパ
クト、ユニモジュラー群上の非可換フーリエ
変換に対して一般化され、Lpフーリエ変換を
群上の関数のLp空間から群のユニタリ双対上
の作用素値可測場のLq

一方、ユークリッド空間上の調和解析では
Hausdorff-Young不等式の精密化、言い換え
れば、L

空間への有界線型写像
として定義することができる。 

p関数の空間からLq

冪零リー群のクラスでは、連結かつ単連結
な群に対してこれまで様々な形のノルム評
価が行われている。そのうち、連結かつ単連
結な冪零リー群全体を対象とし 1と 2の間の
全てのp に関する結果としては、Baklouti – 
Smaoui - Ludwig により、群の次元と余随伴
軌道の次元の最大値と指数pを用いた上から
の評価が得られた。一方、単連結でない場合
に関する評価値はあまり知られていない。こ
のことを踏まえ、本研究では、単連結とは限
らない一般の連結冪零リー群を対象とした。
この群を普遍被覆群の離散部分群による商

関数の空間への有
界線型写像としてのフーリエ変換のノルム
を求めることが次の段階の基本問題となる
が、この問題はBecknerにより完全に解決さ
れた。これに対して非可換フーリエ変換にお
いては、ノルムの決定は未解決の問題である。 



 

 

群として表し、Kirillovの軌道の方法により
実polarizationからの誘導を経由して既約
表現を実現し、Plancherel公式およびLp

特別な場合として Heisenberg 群の離散部
分群による商群に対しては、Russo による同
様の評価があるが、本研究の結果は一般の冪
零リー群と 1と 2の間の範囲にある全ての指
数 p を対象にするものである。 

フー
リエ変換を具体的に表示する。そして、連結
かつ単連結な冪零リー群に対する上記
Baklouti – Smaoui – Ludwigの結果を応用す
ることにより、一般の場合に、群の位相的な
情報と群のユニタリ双対の構造上の情報、具
体的には群の中心に含まれる極大なコンパ
クト部分群の次元と普遍被覆群の余随伴軌
道の次元の最大値、および指数pを用いてノ
ルムの上からの評価を与えた。 

この結果はスファックス(Sfax)大学（チュ
ニジア）の Baklouti 氏と共同研究の形で得
られたものであり、論文③にまとめ発表した。 
 
(2) 次に、対象とする群を可換群 Rn のコン
パクト拡大、即ち、Rn とコンパクト群の半直
積群としてLpフーリエ変換のノルムを調べた。
Mackey理論に基づきコンパクト拡大の既約
表現を構成し、Kleppner – Lipsmanによる
Plancherel定理を用いてPlancherel公式お
よびLpフーリエ変換を具体的に表示する。そ
してFournier - Russo による、積分作用素
のSchattenノルムに関するHausdorff-Young 
型不等式を用いてLpフーリエ変換のノルムを
上から評価し、次の結果を得た：「Rn とコン
パクト群の半直積群における Lp フーリエ変
換のノルムは 、Rn における通常の Lp フーリ
エ変換のノルムに等しい。」また、Rn

一般に、半直積群に対しては、Kleinと
Russoにより、pの共役指数qが偶数の場合に、
L

 上の 
Gaussian 関数とコンパクト部分群上の定数
関数のテンソル積により得られる関数は、極
値関数、即ち作用素ノルムを与える関数であ
る。 

pフーリエ変換のノルムの上からの評価が得
られている。これは、半直積を構成する因子
における それぞれのLp フーリエ変換のノル
ムの積を用いたものであり、Rn のコンパクト
拡大に適用すれば、qが偶数の場合は、ノル
ムはRn の Lp 

本結果はスファックス大学の Baklouti 氏
と共同で行った研究の成果であり、論文②で
発表した。 

フーリエ変換のノルム以下であ
ることが導かれる。これに対して本研究結果
は 1 と 2の間の範囲にあるすべての p に対
するものであり、また、上からの評価値でな
くノルムの値が求められているという２点
に意義がある。 

 
 (3) 続いて、Rnの非コンパクトな群拡大の例

として、平面のユークリッド運動群の普遍被
覆群の場合を調べた。この場合もMackey理論
に基づいて既約表現を構成し、積分作用素に
関するFournier - RussoのHausdorff-Young
型不等式を用いてLpフーリエ変換のノルムを
上から評価した。そして、平面のユークリッ
ド運動群の普遍被覆群におけるLpフーリエ変
換のノルムはR2のLp

共役指数 qが偶数である場合に限れば、第
(2)項で述べた Klein と Russo の結果の方が
良い評価を与えるが、本結果は 1と 2の間の
範囲にある全ての pに対して成り立つもので
あるという点では意義がある。 

フーリエ変換のノルムで
上から評価される、という結果を得た。 

本結果もスファックス大学の Baklouti 氏
と共同で行った研究の成果であり、論文②で
発表した。 
 

(4) 一般に群上の可積分関数に対して定義
される非可換フーリエ変換は、群のC*環から
ユニタリ双対上の有界作用素場のなすC* 環
への準同型写像を引き起こす。この対応は単
射であり、C*群環を群の双対上の（適当な条
件を満たす）有界作用素場のなすC*環の形で
記述できることになる。この観点から非可換
フーリエ変換の像を決定・記述しC*

 指数型可解リー群においては、軌道の方法
により群のユニタリ双対を群の余随伴軌道
の空間と同一視し、フーリエ変換の像を余随
伴軌道の空間の上の作用素場として記述す
ることができる。このとき特に余随伴軌道の
空間の位相が良く分かっている群では、これ
までに幾つかの例で実際に構造解析が行わ
れている。例えば冪零リー群では Heisenberg
群や thread-like 群に関する Ludwig – 
Turowska の結果、冪零でない指数型リー群で
は ax+b 群に関する Lin – Ludwig の結果な
どがある。しかしながら、一般には余随伴軌
道の空間の位相構造は非常に複雑であり、こ
のためフーリエ変換の像の具体的な構造解
析は困難なものとなっている。 

群環の構
造解析を行うことは基本的な問題である。  

 この問題に関して本研究では、ロレーヌ
(Lorraine)大学の Ludwig 氏と国立東華大学
(National Dong Hwa Univ.) の Lin 氏と共同
で研究を行い、より複雑な群を取り扱うため
の準備として、これまでにフーリエ変換像が
調べられていない群の中から、ある６次元の
指数型可解リー群を例として取り上げて、そ
の余随伴軌道の空間の位相を調べ、フーリエ
変換の像を記述し構造解析を行う試みを始
めた。この空間の位相はこれまでに調べられ
てきた上記の群の場合より複雑であり、フー
リエ変換像の記述も複雑なものとなる。この
共同研究については 2012 年 10 月に CIRM で
の研究集会“Harmonic Analysis, Operator 
Algebras and Representations” において、



 

 

当時における結果の中間報告を行った。 
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