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研究成果の概要（和文）：変動指数をもつルベーグ空間やソボレフ空間は非線形偏微分方程式を

考察するのに有用な関数空間である。これらの関数空間は、弾性学や電気流動学の研究に関連

して重要であることがわかってきた。本研究では、変動指数をもつ Orlicz-Morrey 空間におけ

る Hardy-Littlewood の極大作用素の有界性を導き、その応用として、変動指数をもつ

Orlicz-Morrey 空間に属する関数のリースポテンシャルのソボレフの不等式やTrudinger指数

積分不等式について新しい知見を得た。 

 
研究成果の概要（英文）：Variable exponent Lebesgue spaces and Sobolev spaces were 
introduced to discuss nonlinear partial differential equations with non-standard growth 
condition. These spaces have attracted more and more attention in connection with the 
study of elasticity and electrorheological fluids. In this research, we studied the 
boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator on Orlicz-Morrey spaces with 
variable exponents. As an application of the boundedness of the maximal operator, we 
establish a generalization of Sobolev's inequality and Trudinger's exponential inequality 
for Riesz potentials of functions in Orlicz-Morrey spaces with variable exponents.  
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１．研究開始当初の背景 

ソボレフ空間は古典的にはユークリッド

空間において定義されてきた。しかし、一般

の距離空間上でのソボレフ関数の研究が、微

分幾何学やグラフ上の解析学などへの応用

を念頭に、Martio、Koskela、Heinonen、

Kilpeläinen らフィンランド学派を中心に精

力的に進められ、さらなる学際的かつ国際的

な進歩が期待されている。 
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また、２１世紀に入って、電気流動学や弾

性学などへの応用を念頭において、変動指数

をもつ偏微分方程式の考察とそのための関

数空間の理論が重要であることがわかって

きた。変動指数をもつ Orlicz 空間 Lp(・)(log 

L)q(・)や変動指数をもつ Morrey 空間などの関

数空間の研究はまだまだ知られていないこ

とが多く、今後この方向の研究がますます重

要になっていくものと考えられる。 

 
２．研究の目的 

(1) 電気流動学や弾性学などへの応用のた

めに、ソボレフ空間だけでなく、変動指数を

もつ Orlicz 空間、Morrey 空間、Campanato

空間などの関数空間においてソボレフ型定

理を発展させ、ソボレフ関数の正則性を調べ

る。 

(2) 偏微分方程式論、多様体上の微分幾何学

やグラフ上の解析学などへの応用のために、

距離空間上においてソボレフ型定理を発展

させ、ソボレフ関数の正則性を調べる。 

(3) 自己相似集合に代表されるフラクタル

を境界にもつ領域におけるソボレフ関数の

境界挙動を調べる。 

(4) 非線形楕円型偏微分方程式の解の性質、

ペロン法による非線形ディリクレ問題を調

べる。 

 

３．研究の方法 

平成２１年度は、研究代表者は、研究分担 

者が研究打ち合わせを行えるよう日程の調

整をした。主として、変動指数をもつ Orlicz

空間や Morrey 空間などの関数空間における

ソボレフ型定理を発展させていく研究など

を行った。変動指数をもつ関数空間および距

離空間上の関数空間に関する研究（水田）、

非線形楕円型偏微分方程式の解の研究（小

野）を分担して行った。 

平成２２年度以降は、研究代表者が、研究

分担者が研究打ち合わせを行えるよう日程

の調整をした。主として、距離空間上の変動

指数をもつ Orlicz-Morrey空間におけるソボ

レフ型定理に関する研究などを行った。変動

指数をもつ Orlicz-Morrey空間におけるソボ

レフ型定理に関する研究（水田）、非線形デ

ィリクレ問題の研究（小野）を分担して行っ

た。 

 
４．研究成果 

（１）一般化された Morrey 空間や変動指数

をもつ Morrey 空間において、Hedberg の

方法を用いることにより、ソボレフの不等

式、Trudinger 指数積分不等式と二重指数積

分不等式に関する成果を得た。変動指数を

もつ Morrey 空間に属する関数のリースポ

テンシャルの連続性についても結果を得た。

これらの研究から、ソボレフ空間だけでな

く、Morrey 空間の解析の重要性を再認識で

きた。 
 

（２）変動指数をもつ Orlicz 空間において、

Hedberg の方法を用いることにより、ソボレ

フの不等式、Trudinger 指数積分不等式, 

Hardy の不等式に関する成果を得た。１に近

づく変動指数をもつ場合も扱い、ソボレフの

不等式に関する成果を得た。Orlicz 空間に属

する関数のリースポテンシャルの連続性に

ついても結果を得た。これらの研究から、ソ

ボレフ空間だけでなく、Orlicz 空間の解析の

重要性を再認識できた。 
 

（３）１に近づく変動指数をもつ Lp(x)空間に

おける極大関数の可積分性に関する Hästöや

二村－水田の研究に続き、より一般的な変動

指数をもつ Lp(・)(log L)q(・)空間における極大

関数の可積分性を調べた。変動指数はある領

域上で１に近づくので、結果は領域の形状や

変動指数が１に近づく速さに依存する。領域



 

 

の形状を Minkowski content の概念を用いて

設定し，変動指数 p(・)の条件を弱めること

による極大関数の可積分性への影響を考察

した。 

 

（４）Morrey ポテンシャルの Trudinger 指

数積分不等式を示した Serrin の結果の拡張

として、一般化された Morrey 空間 L1,φに属

する関数のリースポテンシャルに対する

Trudinger 型指数積分不等式やソボレフの

不等式に関する結果を示した。 
 

（５） Orlicz 空間を一般化した空間である

Musielak-Orlicz 空間に属する関数のポテン

シャルに対する容量についての基本的な性

質を調べた。球に対する容量の評価を与え、

その評価の応用も与えた。 

 

（６）p- Laplace 方程式（1＜ｐ＜∞）に

低階項を加えたタイプの非線形偏微分方程

式 

－div(|grad u(x)|p-2 grad u(x))+ B(x,u) = 

0 ・・・①  

に対するポテンシャル論的研究を行った。右

辺にラドン測度μを含む非線形偏微分方程

式 

－div(|grad u(x)|p-2 grad u(x))+ B(x,u)= 

μ ・・・ ②  

を考え、μがある増大条件を満たすとき、方

程式②の解の Hölder 連続指数が具体的に決

定できることを示し、その応用として，方程

式①の Hölder 連続解に対する除去可能集合

がハウスドルフ測度で特徴づけられること

を示した。これは，Kilpelainen と Zhong 

(2002)によって示された低階項が無い場合

の拡張にあたる。さらに，方程式②の解の勾

配の可積分性も示した。また、μがある増大

条件を満たすとき、重み w(x)付き非線形偏微

分方程式  

－ div(w(x)|grad u(x)|p-2 grad u(x))+ 

B(x,u)=  μ  

の解の Hölder連続指数が具体的に決定でき、

低階項が無い重み w(x)付きの場合を扱った

Makalainen (2008)の結果の一部も拡張でき

ることを報告した。 
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