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研究成果の概要（和文）：シュレディンガー方程式の散乱問題を考える。対応する古典力学が捕

捉された軌道を持つとき、そのエネルギーの近くにレゾナンスと呼ばれるレゾルベントの極が

現われる。特にエネルギーがポテンシャルの（１）極小値、（２）極大値、さらには（３）連立

の場合の二つのポテンシャルの錘状交差する値の近くであるときのレゾナンスの準古典分布な

どについて成果を上げた。 
 
研究成果の概要（英文）：We consider the scattering problem for Schrödinger equations. If the 
corresponding classical dynamics has trapped trajectories at an energy, some complex poles 
of the resolvent, called resonances, appear near this energy. We have succeeded in 
clarifying the semiclassical distribution etc. of resonances near the potential (1) minimum, 
(2) maximum and (3) the conical intersection in the case of a system. 
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１． 研究開始当初の背景 
上記研究成果の概要の述べた３つの研究

内容のそれぞれについて述べる。 
 

（１）「島の中の井戸型」と呼ばれる、レゾ
ナンスを生成する典型的なポテンシャルの
極小値の近くのレゾナンスの虚部は、準古典
パラメータに関して指数的に小さく、指数の
オーダーは「井戸」から「海」へのアグモン
距離によって与えられることが、ポテンシャ
ルが解析的な場合には既に知られていた。ポ

テンシャルの解析性は、しかし、物理学的に
は必ずしも必要ではないと感じ、滑らかであ
るという仮定の下で同じ結果が得られるか
どうかに興味があった。 
 
（２）レゾナンスの準古典分布は、対応する
古典力学の捕捉された軌道の幾何学的性質
との関係においてよく知られた興味深い問
題である。特に捕捉された軌道がホモクリニ
ックである場合にレゾナンスがどのような
分布をするかという問題は、この分野におい
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て広く注目を集めている。一次元の場合につ
いては、T.Ramond との共同研究によって解
決しているので、多次元の場合が問題であっ
た。この問題を解く重要なステップとして、
双曲型不動点を超えて超局所解を接続する
問題を、J.F-Bony, T.Ramond, M.Zerzeri と
ともに解決したのが２００７年のことであ
る。この結果の副産物として、まずは（ホモ
クリニックではなく）双曲型不動点が生成す
るレゾナンスに関わる様々な物理量を計算
してみようと思ったのが、背景である。 
 
（３）２元連立のシュレディンガー作用素を
考える。ポテンシャルは２×２行列値関数で
ある。この行列の各成分は解析的であるが、
二つの固有値が錘状交差するような最も典
型的な２次元のポテンシャルが知られてい
た。このシュレディンガー作用素のレゾナン
スについては、量子化学の分野でも強い興味
が持たれており、数値実験などによる結果は
あるものの、数学的に厳密な解析はこれまで
全くなかった。 
 
２．研究の目的 
（１）ポテンシャルが滑らかであって解析的
でない場合も、「島の中の井戸型」ポテンシ
ャルが生成するレゾナンスの虚部が解析的
な場合と同様の漸近展開を持つことを証明
することが目的であった。 
 
（２）多次元の場合に、ポテンシャルの非退
化な最大値が生成するレゾナンス（存在と分
布は少なくともポテンシャルが解析的な場
合は既知であった）について、まず射影作用
素の漸近展開を計算すること、さらにその応
用として、散乱振幅の留数を計算すること、
およびシュレディンガー時間発展作用素の
レゾナンスを用いて表現することを目的と
した。 
 
（３）上記の具体的な２次元の例に対し、レ
ゾナンスの量子化条件を求めて、その準古典
分布を明らかにするのが目的である。そのた
めの道具として、２元１階の連立方程式に対
する完全 WKB 解析の理論、特にその確定特
異点の近くでの漸近解の構成の方法を研究
するのが本質的な仕事であった。 
 
３．研究の方法 
（１）ポテンシャルの解析性が問題となるの
は、漸近解を古典禁止領域から古典許容領域
に接続する時である。漸近解をエアリ型積分
で表現した時、相函数の臨界点が古典許容領
域では複素数になるからである。我々は概解
析拡張を用いることによって、滑らかな関数
を複素平面にまで拡張した。その代り、準古
典パラメータに依存して実軸に近い領域で、 

精密な解析が必要であった。 
 
（２）双曲型不動点の周りには、incoming な
安定多様体と outgoing な安定多様体が定義
される。incoming な安定多様体の上で定義さ
れた超局所漸近解が与えられた時、outgoing
な安定多様体上での超局所漸近解を計算す
る公式を J.F-Bony, T.Ramond, M.Zerzeri と
の共同研究で得ている。これを本質的に用い
ることにより、ポテンシャルの非退化最大値
の近くのレゾナンスへの射影作用素が計算
できる。散乱振幅の留数の計算、シュレディ
ンガー時間発展作用素のレゾナンスを用い
た表現は、この射影作用素の結果の応用であ
る。 
（３）扱う作用素の特殊性を利用し、フーリ
エ変換を用いて一階の作用素に変換し、さら
にフーリエ級数展開を用いて一次元の問題
に帰着させる。その後は、確定特異点の近く
で前述の２元１階の連立方程式に対する完
全 WKB 解析の理論を構築、応用し、またポ
テンシャルの交差点では、超局所的に方程式
をある標準形に変換する手法を用いる。 
 
４．研究成果 
（１）解析性を待たない、滑らかな「島の中
の井戸型」ポテンシャルが生成するレゾナン
スの虚部の漸近展開に関して、解析的な場合
と同じ結果を得た。すなわち、レゾナンスの
虚部は準古典パラメータに関して指数的に
小さな因子をもつ漸近展開を持ち、その指数
のオーダーは「井戸」から「海」へのアグモ
ン距離によって与えられる。この結果は、ト
ンネル効果を扱う問題において従来常に仮
定されてきた解析性の仮定は、技術的な仮定
にすぎないことを示唆している。 
 
（２）多次元の場合に、レゾナンスへの射影
作用素、散乱振幅の留数を求め、時間発展作
用素のレゾナンスによる表現を与えた。レゾ
ナンスの分布については既に先行結果があ
ったが、この研究で得られた結果は、その副
産物として得られるものではなく、それより
遙かに豊かな情報を与えている。 
 
（３）量子化条件を求め、それによってレゾ
ナンスの準古典分布を明らかにすることに
成功した。一つの例についての結果であるが、
まったく新しいタイプの分布であって、この
分野の研究におけるモデルとなることが期
待される。 
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