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研究成果の概要（和文）：調和写像の拡張である２−調和写像理論が１９８６年に提起された。 

我々はこれに類似の２ヤング・ミルズ理論の概念を新たに提起し、その孤立定理、すなわち底

空間のリッチ曲率が正のとき２ヤング・ミルズ接続の自乗ノルムがある定数以下ならばヤン

グ・ミルズ接続に限ることを示した。さらに２−調和写像について、ターゲットが非正曲率の自

乗可積分な調和写像でない２−調和写像の非存在、ターゲットがコンパクト・リー群や対称空間

の場合の２−調和写像の特徴付けと分類・構成を行った。 

 
研究成果の概要（英文）：In 1986, the concept of the bi-harmonic map which is an extension 
of harmonic maps was introduced. We raised the new notion of the bi-Yang-Mills field, 
which is an analog of the bi-harmonic map, and showed its isolation phenomena. That is, 
bi-Yang-Mills fields with some square-integral norm over compact manifolds with positive 
Ricci curvature must be Yang-Mills fields. We showed bi-harmonic maps which have a bounded 
square-integral norm must be harmonic if the target space has non-positive curvature. 
We classified all the bi-harmonic maps for cases where the target space is a compact Lie 
group or compact symmetric spaces.  
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１．研究開始当初の背景 世界の最先端の調
和写像の研究者らが２−調和写像理論の研究
を始めようとする勃興する時期にあり、世界
に先駆けて研究を行う必要に迫られていた。 

 

２．研究の目的 従来の調和写像理論とヤン
グ・ミルズ理論を新たな観点から見直し、世

界に先駆けて、新たな２−調和写像理論等を
構築することを目指す。 

 

３．研究の方法 従来ある調和写像理論やヤ
ング・ミルズ場の理論の基盤にある様々な手
法を徹底的に見直し、新たに２−調和写像理
論や２−ヤング・ミルズ理論の構築に合うよ
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うに改良を加え、２−調和写像理論と２−ヤン
グ・ミルズ理論の構築を行うことにあった。 

 
４．研究成果 世界に先駆けて、２−調和写
像理論の新たな展開を行うことができ、それ
らの成果を２００９年（伊）、２０１０年（ル
ーマニア）、２０１２年（ブルガリア）での
国際研究集会の招待講演で発表した。それら
の成果を国際ジャーナルに論文発表した^。
以下は、我々が研究成果の内容である。 
 ・調和写像の自然な拡張である「２−調和
写像がどのような場合に調和写像になるか」
という問題は自然な問題であり、かつ重要で
ある。我々は「完備リーマン多様体から非正
曲率リーマン多様体への２−調和写像にエネ
ルギー有限かつ２−エネルギー有限という付
加条件があれば、それは調和なものに限る」
という興味ある定理を得た。これは B.Y. 
Chen 予想の調和写像版であるということも
でき、誰も予期しない興味ある結果である。 
 ・調和写像から２−調和写像の概念を拡張
したことの類似として、ヤング・ミルズ場か
ら２−ヤング・ミルズ場の概念を得た。ヤン
グ・ミルズ場が孤立していることの類比とし
て、２−ヤング・ミルズ場もまた孤立してい
るという定理を得た。すなわち、底空間のリ
ッチ曲率が正のとき、２−ヤング・ミルズ場
の自乗ノルムがある定数以下であればそれ
らヤング・ミルズ場に限ること、従って底空
間が４次元の時はインスタントン解に限る
ことを示した。 
 ・コンパクト・リーマン多様体からコンパ
クト・リー群への２−調和写像の特徴づける
定理を得た。このことを用いて、コンパク
ト・リー群への２−調和曲線を分類し、２次
元領域からコンパクト・リー群への２−調和
写像を完全に特徴付け分類する定理を得た。
この場合には、非常に多くの調和写像ではな
い２−調和写像があることを示した教務ある
結果である。 
 ・上記の結果をコンパクト・対称空間への
２−調和写像についても拡張する結果を得た。
特に、球面や複素射影空間のへの調和写像で
はない２−調和写像がたくさんあり、分類す
る結果も得た。 
 ・一方、完備リーマン多様体から非正曲率
リーマン多様体への自乗可積分な２−調和な
部分多様体は常に調和、極小部分多様体に限
る、という２−調和部分多様体の非存在定理
を示した。この定理は B. Y. Chen の予想が
正しいことを示したものであり、大きな成果
である。 
  ・非正曲率リーマン多様体内の余次元１の
いわゆる超曲面の場合に、２−調和であれば
それは調和である、今の場合は極小超曲面に
限るという結果を得た。これは B.Y. Chen 予
想が超曲面のときには正しいことを示した。 

 ・ヤング・ミルズ場に関連する結果として、
等質空間上の射影平坦接続や平坦接続の分
類と特徴付けについて、表現論の言葉ですべ
てを完全に書き下すことが出来るという精
致な結果を得た。これは以前行った結果をさ
らに進展させたものである。特に、不変な射
影平坦接続を許容する対称空間を完全に決
定し、不変な平坦接続を許容する等質空間と
の対応関係を明らかにすることができた。ま
た、今の場合には、これらの空間が不変なア
ファイン挿入を許容することも示した。 
 ・２−調和写像や２−ヤング・ミルズ場は非
線形の偏微分方程式の解となっている。これ
らのコンピュータ画像を得ることは大きな
問題であるが、非常に難しい。我々は２階楕
円型作用素であるラプラシアンの２次元領
域や３次元領域上の固有関数のコンピュー
タ画像を得ることができた。 
 ・他方、対称性の高い領域上のラプラシア
ンの固有関数はその領域の対称性を用いて、
厳密解を与えることができる。我々はリー代
数に付随したユークリッド空間内の領域上
のラプラシアンの固有関数の厳密解を完全
に求めることができた。 
 ・コンピュータを用いて数理モデルの解析
を行うには、その計算時間のかからないソフ
トウェアの開発は極めて重要な問題である。
このようなモデルの１つに数理物理で有名
な「ボルツマン機械が勝手な入力をしたとき、
どれくらいの時間で定常解に到達するか」と
いう問題がある。我々は２００９年の論文に
おいて、簡単なボルツマン機械の場合ではあ
るが、どんな入力にたいしても定常解に至る
時間を厳密に評価することができた。 
 ・ヤング・ミルズ場の数理モデルの類比と
して１９９４年に二人の物理学者サイバー
グとウィッテンが導入したモデルがあり、サ
イバーグ・ウィッテン理論と呼ばれている。
これは実４次元空間に特有の理論であった。
我々は実６次元以上のコンパクト・ケーラー
多様体上のサイバーグ・ウィッテン理論を実
４次元ケーラ＝多様体上のサイバーグ・ウィ
ッテン理論を含む形で拡張することができ
た。そのときの高次元サイバーグ・ウィッテ
ン方程式の解全体の構造を明らかにするこ
とにも成功した。この場合の解の構造も４次
元サイバーグ・ウィッテン方程式の解の構造
と同様にきれいな形になっていることが分
かった。 
 ・基本群が自明でないコンパクト・リーマ
ン多様体場合には、基本群の表現に同伴して
ベクトル束上のラプラシアン付随する解析
的捩率が位相的な捩率と一致するという結
果が知られている。しかしながら、ほんのわ
ずかしたその具体的な計算例は知られてい
ない。我々はコンパクトな平坦多様体上の解
析的な捩率を計算し、それらが古典的なフル



ヴィッツのゼータ関数と関連があることを
明らかにした。 
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