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研究成果の概要（和文）： 

 この研究課題の目的は、パンルヴェ系やガルニエ系の基本的性質を、それぞれの系に付随す

る相空間を調べることによって、明らかにすることであった。2 変数ガルニエ系は５の分割毎

に定まっていて、近接関係にある分割から分割に対応して合流操作がある。我々の研究での大

きな成果は、この合流操作が相空間のレヴェルまで持ち上がることを示したことである。さら

に、このことを用いて退化ガルニエ系のパンルヴェ性を示すことを試みた。これについては、

部分的結果は得たが、まだ完全な証明には成功していない。 

 
研究成果の概要（英文）： 

   The purpose of this assignment is to clarify the fundamental properties of Painleve or 

Garnier systems by means of their phase spaces. Garnier systems of two independent  

variables are defined corresponding to partitions of 5, and there exists confluence process 

between any two systems for the partitions one of which is adjacent to the other. The most 

important result of our study is to lift up the confluence processes to the level of phase 

spaces for Garnier systems of two variables. We have tried to prove the Painleve property 

for the degenerate Garnier systems of two variables by using the above result, but complete 

proof has not yet been obtained. 
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１． 研究開始当初の背景 

 リーマン球面（種数０のリーマン面）上に 

ｎ＋３個の確定特異点をもつ２階線形常微
分方程式はモノドロミー保存変形を許し、変

形方程式は自由度ｎ、時間変数ｎ個のホロノ
ミックな正準方程式系として表わされる。 

ｎ＝１の場合が第６パンルヴェ系と、ｎが２
以上の場合がガルニエ系と呼ばれる。ｎ＝１、
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２の場合には退化した系も木村弘信氏（東京
大学）によって具体的に知られており（もと
の２階線形方程式が不確定特異点ももち、ス
トークス係数も保存されるという広義モノ
ドロミー保存変形方程式）、それらも込めて
パンルヴェ系あるいはガルニエ系と総称す
る。 

 相空間とは、初期値空間をファイバーとす
る時間変数上のファイバー空間のことで、パ
ンルヴェ系に対して岡本和夫氏（東京大学）
により初めて構成されたもので、解曲線全体
をとらえる空間のことである。研究代表者と
当時の共同研究者により、この岡本相空間の
各ファイバーには自然な正準構造が入るこ
と、各アフィン座標系上でハミルトン関数が
多項式であること、この相空間上の正準方程
式はパンルヴェ系に限ることなどが示され
た。また非退化ガルニエ系の相空間が木村弘
信氏によって構成され、ｎ＝２の場合には退
化したものも含めてその相空間が鈴木正樹
氏（神戸大学）によって構成された。 

 パンルヴェ系の相空間に関してはその他
にも重要な知見が得られている。最も基本的
なパンルヴェ性の、パンルヴェ自身と福原満
州雄氏（東京大学）による証明は、相空間の
上で考えると著しく簡易化されたし、やはり
岡本和夫氏の発見であるベックルント変換
群と相空間を記述する座標変換とが直接結
びついていることが判明した。 

 相空間に関しては、坂井秀隆氏（東京大学）
の分類理論、稲葉・岩崎・齊藤諸氏（京都大
学・九州大学・神戸大学）の理論もあり、後
者の自然な帰結として非退化ガルニエ系の
パンルヴェ性が得られたことは特筆すべき
ことであった。 

 特殊な非線形微分方程式において最も基
本的な問題に、上でも述べたパンルヴェ性を 

もつかどうかという問題がある。これが解決
されているものはパンルヴェ系と非退化ガ
ルニエ系のみである。ここをどう突破するか
ということが、研究開始当初の研究代表者の
またその周辺の問題意識であった。 

 

２． 研究の目的 

 研究目的は、ホロノミックな非線形微分方
程式系に支配される、多変数の場合を含む特
殊関数の研究を、各々の相空間を通じて行う
ことであった。とくに 2 変数退化ガルニエ系
のパンルヴェ性、もう少し一般に非線形微分
方程式のパンルヴェ性を示す一般的方法を
開発することが、この研究の主たる目的であ
った。 

また、2 変数ガルニエ系の特殊関数論的研
究も目的としていた。 

具体的には次の目的を掲げていた： 

（１） 一般のｎに対する、退化したものも 

込めた、相空間の構成 

（２） 合流操作の相空間のレヴェルへの 

持ち上げ 

（３） 相空間レヴェルの退化（合流）操作 

を用いた、パンルヴェ性が退化操 

作で保存されることの厳密な証明 

（４） 固定特異点における解曲線、解曲面 

の様相 

（５） 非線形モノドロミー、非線形ストー 

クスデータの研究 

 

３． 研究の方法 

研究の方法は次のようであった。 

（１）2 変数ガルニエ系がパンルヴェ性を 

もつという予想の証明を目指して次の
ような計画をたてた。 

○1  木村弘信氏の退化操作を多項式ハミ
ルトニアンのレヴェルで正しく求める。
木村氏の論文では退化の結果が重要で 

あるので、途中経過は見ていないので 

あるが、我々の目的のためには、途中 

経過が極めて重要なのである。退化途
中でもハミルトニアンが多項式であっ
て欲しい。 

○2   ○1 で求めた退化操作を鈴木正樹氏
が構成した相空間のレヴェルにまで持
ち上げることを考える。パンルヴェの
とき研究代表者がやった方法を参考に
する。各アフィン座標系において、ハ
ミルトニアンが多項式であることが望
ましい。 

○3   ○2 が成功したら、退化する前の系が 

パンルヴェ性を持つことを前提に、退
化後の系がパンルヴェ性をもつことを
証明する一般的方法を求める。 

（２）ガルニエ系はパンルヴェ系と同様に 

  相空間にその基本的性質が反映してい 
ると思われる。そのことの確認として相
空間上の正則なハミルトン系がガルニ
エ系に限るかどうかを調べる。 

（３）固定特異点の近傍での解の様相を 

パンルヴェ系やガルニエ系の座標で記
述することを試みる。パンルヴェ系につ
いては、局所理論はかつて作ったので、
相空間の記述を用いて、接続問題がどの
程度解けるかが問題である。 

 
４． 研究成果 
３の研究方法に記した各項にそって成果

を述べる。 
（１）○1  ２変数ガルニエ系の退化操作を 
    一つの例外を除いて求めること 
    が出来た。大変複雑なものもある 
    が、退化途中でもハミルトニアン 
    が多項式であることを確かめた。 
   ○2   ○1 で得られた退化操作が鈴木 
    氏の相空間にまで持ち上がるこ 
    とをおおむね確かめた。幾何的 



 

 

    には退化過程とは、２つの複素 
    射影直線上の複素平面バンドル 
    が衝突する過程である。退化過程 
    において各アフィン座標系上の 
    ハミルトニアンが多項式である 
    ことも確かめた。この辺りは計算 
    機の支援が必須であった。 
   ○3   ○2 の結果を用いる、退化過程に 

おいてパンルヴェ性が保たれる 
という予想の証明は、部分的な進 
展はあったが、まだ未完成である。 

  （２）2 変数非退化ガルニエ系の相空間 
     上の正則なハミルトニアンは、多 

項式と仮定するとガルニエ系で 
あることを確かめた。ただしまだ 
単なる計算の域を出ていない。 

  （３）固定特異点の近傍における解の 
     振る舞いについて、パンルヴェ系 
     の場合に、かつて作った一般的 
     局所理論が通用するアフィン座 
     標系がいくつもあることを確認 
     した。通用しない座標系はある意 

味で不安定多様体と思われるが、 
未確認である。 

以上の他に、研究分担者によって、離散パン
ルヴェ系の特殊解の構造に関する結果や、 
パンルヴェ系から離散系を得る一般的方法
が開発された。 
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