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研究成果の概要（和文）：本研究においては、数理生態学分野に登場する 2 種の競合生物の棲

み分け現象や新種の侵入現象などに現れる、種の非均質性の様子を数学的に定式化して考える。

このような問題は生物種の個体数密度を未知関数とする反応拡散方程式として表わされる。非

線形拡散を伴う 2 種生物モデルに対する正値定常解集合の構造、および生物の侵入をモデルと

する自由境界問題に対する展開の成功と絶滅のメカニズムについて、満足できる成果が得られ

た。

研究成果の概要（英文）：This research project is concerned with the mathematical

formulation of non-uniformity of species in mathematical ecology such as the segregation of

two competing species and the spreading of invasive species. These phenomena are

described by reaction-diffusion equations with population densities as unknown functions.

We have obtained satisfactory results on the structure of positive steady-states for

two-species models with nonlinear diffusion and the mechanism of spreading and

vanishing for free boundary problems in invasion models.
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１．研究開始当初の背景
物理学、化学反応、数理生態学などの分野

で観測される現象のなかには、密度や濃度の

濃淡の違いにより、色々な縞模様のパターン
となって現れるものが多い。このような現象
を微分方程式の形に記述すると反応拡散方
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程式系として数理モデル化されることが多
い。また、反応拡散方程式系に対する数値シ
ミュレーションを施すと、ダイナミクスの激
変を伴う分岐、振動、パターンの形成や界面
生成などのような、時間空間的な非一様性を
伴う非線形現象が観測される。しかし、これ
らの現象が引き起こされるメカニズムにつ
いて理論的な解明がなされているとは言い
難い。なぜ非線形現象がおこるのか、現象が
推移する過程はどのようになるか、などの疑
問に対して、数理科学の問題として理論的に
解明することは、数学のみならず、応用数理
科学の観点からも非常に重要なテーマであ
る。しかし、現状は個別の現象について理論
的なアプローチが開始されたにすぎない。

本研究では反応拡散方程式やそのシステ
ムで記述される現象に登場する、パターンや
界面の生成に代表される、空間的な非一様性
に焦点を当てた。非線形拡散方程式の解にお
ける、空間的非一様性の発生メカニズムとそ
の推移する過程の様子を理論的に明らかに
することを目指した。研究対象として当初考
えていた反応拡散方程式系は

(a) 非線形拡散を伴うロトカ・ボルテラ型
の反応拡散方程式系

(b) 微小な拡散係数を持つ相転移現象を記
述する方程式

である。(a)の方程式は数理生態学に現れ、種
の棲み分けが空間的な非一様性を伴う正値
解に対応し、(b)の方程式では相の変化域が遷
移層に対応している。これらの方程式につい
て、解の形状（プロファイル）とモデルとす
る現象の対応を考えると、空間的な非一様性
の形成・発展のメカニズムを解析することは
非常に興味深い問題である。しかし、解析の
ための統一的な理論、アイデア、技法はまだ
確立されていないのが実情であった。

２．研究の目的
当研究においては、反応拡散方程式の解が

持つ、空間的非一様性の発生・生成のメカニ
ズムを理論的に明らかにすることを目指す。
扱う反応拡散方程式の代表的なものとして
は、数理生態学に現れる
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の形のシステムが挙げられる。これは 2 種類
の生物の生存競争競争を扱う、ロトカ・ボル
テラ型の競合モデルと呼ばれる反応拡散方
程式系である。生物の棲み分け現象を記述す
るために，1979 年重定-川崎-寺本により提案
されたものであり、u,v はそれぞれ競合種の
個体数密度を表す。数値シミュレーションで
は、興味深い棲み分け現象が得られるため、
多くの数学者の興味を引きつけている。この
システムについて主たる問題は、非定常問題
の大域解をどのように構成するか、定常問題

の解集合はどのようになっているか、などの
疑問に答えることである。しかしこれらの疑
問点の解決にはほど遠いのが現状である。

当面の，最も重要な方程式系は上のシステ
ムにおいて
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とおいた SKT モデルである。ここに登場す
る係数はすべて非負または正定数である。特
に、α,βは交差拡散係数と呼ばれ、種の棲み
分けをもたらす重要なパラメータである。こ
のモデルの定常問題について、正値解が 2 種
の共存解に対応している。正値解についてど
んな条件の下で存在するか、またその解の個
数、形状、安定性についてどんなことがわか
るか、交差拡散の影響はどこに現れるか、な
どの問題を考えることが重要である。解の存
在条件については、同次ノイマン条件のもと
で Lou-Ni (1996, 1999) により一定の成果が
得られているが、完全ではない。また、同次
ディリクレ条件の下では Yamada (2008)に
より、正値解の存在定理が得られている。し
かし、解のプロファイル、安定性などの定性
的性質は未解明のままであり、正値解集合の
構造を求めるための新しいアプローチを開
発する必要がある。

３．研究の方法
上述の SKT モデルに代表される非線形拡散

を伴う反応拡散方程式の定常問題を解析す
るための一般的な理論・手法は確立されてい
ない。分岐理論、写像度理論などの関数解析
の手法により、解の存在などの最小限の結果
は得られている。しかし、解の形状、個数、
安定性などのように、より高いレベルの成果
を得るためには、新しい理論・アイデア・技
法の開発が必要となる。

（１）研究の役割分担
上述の状況を踏まえ、研究代表者、連携研

究者は次のような役割分担を行った。
①非線形放物型方程式の研究を山田、大谷、
竹内が分担、非線形楕円型方程式の研究を山
田、大谷、田中、廣瀬、大屋が分担し、山田
が研究の統括をした。
②応用解析の立場から、大谷、中島、久藤、
若狭が協力し、必要な理論・道具・技法の開
発・研究にあたった。
③反応拡散方程式の解の定性を調べるため
のアイデア・技法の研究を久藤、中島、若狭、
佐藤、大枝が担当した。
④定常問題の変分法の立場からの研究協力
を田中、大谷、大屋が行った。
⑤パターンの形成、界面の生成など解の挙動
を調べるために必要な数値シミュレーショ
ンを若狭、大学院生たちの研究協力により行



った。

（２）成果の発表と研究交流
研究代表者、連携研究者は学会の他、本研

究に関連するテーマで開催される国際会議
（The 6th European Confernce on Elliptic
and Parabolic Problems (2009 年イタリア)，
日独 2国間セミナー（2009 年ドイツおよび
2012 年日本）など）、研究集会、シンポジウ
ムに参加、成果発表や研究討論を通して研究
交流を行った。数学分野では、このような研
究者間の直接のコミュニケ―ションにより
重要なアイデアが生れる、別の視点から問題
を見つめなおすことで新展開が得られる、な
どのメリットがある。本研究においても、海
外との研究者との交流の幅が拡がり、今後の
共同研究の道を拓くことができた。

４．研究成果
反応拡散方程式の解が提供する空間的非

一様性に焦点を絞った研究を行った。空間パ
ターンや界面を方程式自身が内包している
ようなモデルのうちで成果を挙げられたの
が、数理生態学分野に登場する、非線形拡散
（交差拡散）を伴う競合モデル（SKT モデル）
である。また、界面の運動が自由境界として
明示されている自由境界問題についても
2010 年秋から取り組み、一定の成果を上げる
ことができた。

（1）交差拡散を伴うロトカ・ボルテラ型競
合モデルに対する定常問題の研究

同一の領域において生存競争する 2種の生
物の個体数密度を u,v とする。自然界におい
て生物の拡散現象を議論するとき、通常のラ
ンダムな拡散に加え、競合する種の少ない地
点への拡散効果を考えるのが自然であると
いうアイデアの下、1979 年次のようなモデ
ル(SKT モデル)が提起された：
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ここに現れる係数はすべて非負または正の
定数である。本研究で成果を挙げられたのは
対応する定常問題の解析である。同次ディリ
クレ境界条件の下で

,0)(])1[(  cvuauuv
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を考える。本研究の開始時点で知られていた
結果は、正値解の存在のための十分条件のみ
で、解の形状などの詳しい情報に乏しかった。
そこで交差拡散α，βがどのような影響をも
たらすかを調べるために、これらの係数を無
限大とすることにより、正の定常解の極限関
数がみたす極限問題を導き、この問題の解析
から本来の問題の情報を得る、というのが基
本アイデアである。主な成果は次の通りであ

る。
①SKT モデルの正値定常解について、交差拡
散係数に無関係なアプリオリ評価が成立す
る。とくに、この評価は任意の空間次元の下
で成立する。
②交差拡散の係数について、α＝0，β→∞
とするとき SKT モデルの正値定常解 u,v に
ついて (βu,v )→ (w*,v* )が成り立ち、
(w*,v* ) は次の問題の正値解である：
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③上の極限問題は正値解を少なく一つもつ。
これらの結果において、②の極限問題の候

補は 2つあるものの、一方のみが実現される
ことがわかった。この結果は、同次ノイマン
境界条件の場合に、Lou-Ni (1999)によって得
られている結果と大きく異なる点である。し
たがって、一方のみの交差拡散の影響が大き
いときには、同次ディリクレ条件のもとでは、
棲み分け現象が起こらないことがわかる。

今後は、SKT モデルの空間パターン研究と
いう観点からは、同次ノイマン境界条件のも
とでの定常問題の研究が重要になると思わ
れる。

（2）生物の侵入モデルに対する自由境界問
題の研究

生物の侵入問題の定式化について、従来は
反応拡散方程式に対する進行波解として捉
えることが通常のアプローチであった。これ
に対して、2010 年 Du-Lin は反応拡散方程式
に対する自由境界問題としてモデル化を行
い、種の展開（spreading）と絶滅(vanishing)
に関する興味深い結果を導いた。

研究代表者は 1980 年代後半に自由境界問
題を研究しており、Du-Lin の研究にも触発
され、2010 年秋から、生物の侵入をモデル
とする自由境界問題の研究に再度取り組み
始めた。1 次元の問題として定式化するとき、
侵入生物の棲息領域が固定境界 x=0 と自由
境界 x=h(t ) によって囲まれているものと
する。さらに領域 0<x<h(t ) において種の個
体数密度 u は

),(uufduu xxt 
および u (t ,0)=u (t ,h(t ))=0 をみたすとす
る。またステファン型の自由境界条件

)),(,()(' thtuth x
を課し、初期条件を与えたときに未知関数の
組 (u (x,t ), h (t )) を求めることが自由境界
問題である。ここで最も重要な課題は

「自由境界問題の解 (u (x,t ),h (t )) の
t→∞での挙動を決定せよ」

に答えることである。
自由境界問題の解 (u,h ) について、展開に

成功する(spreading)とは t→∞とともに自由
境界が∞になるとともに、u(x,t ) が正値にと
どまることと定義し、絶滅する(vanishing)



とは、t→∞ととも u (x,t ) が 0 に収束するこ
とと定義する。このとき展開の成功、絶滅が
どのようなメカニズムで起きるかを明らか
にすることを目指した。

成果の第 1 段階では、解の存在などの基本
的結果に加え、自由境界問題について比較定
理が成立すること、および、h’ (t ) の積分を
含むエネルギー等式の成立することの 2 つの
重要な結果を確立することに成功した。
第 2段階として自由境界問題の解の挙動に

ついて以下の結果が得られた。
①どんなに時間がたっても自由境界が有限
にとどまれば種は絶滅する。
②種の展開成功については定常問題

,0)(  uufdu xx ,0  x
の正値解φが深く関わる。特に ),(  を初期
値とすれば、解は展開に成功し、t→∞ととも
u(x,t )は

,0)(  uufdu xx ,0x
の正値解に収束する。

注意すべき点はこれらの結果が一般的な
関数 f に対して成立することである。さら
に重要な代表的関数である、ロジスティック
型

),()( buauuuf 
および双安定型

),1)(()( ucuuuuf  ,2/10  c
に対しては次の二者択一定理を証明するこ
とに成功している。
③uf (u ) はロジスティック型、あるいは双安
定型とする。このとき自由境界問題の任意の
解について、展開に成功するか、絶滅のいず
れか一方が成立する。
④種の展開に成功するための十分条件、絶滅
のための十分条件を初期値について与える
ことができる。

侵入モデルの自由境界問題については、研
究が始まったに過ぎない。多次元領域での自
由境界問題、複数の種が関わる自由境界問題
など、数学的にも応用数理の観点からも重要
な問題が多い。次の研究テーマとしては、反
応拡散方程式に関わる自由境界問題に焦点
を当てたい。
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