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研究成果の概要（和文）： 
２自由度結合系において動力学的に形成される量子絡み合いの統計性を調べた。研究の主要な
点は以下の２点である。（１）量子絡み合い状態のモデルとして、行列要素が確率変数となるラ
ンダム行列を採用し、その行列のランダム行列理論を独自の手法で構築した。（２）大規模な数
値計算を行い、量子動力学的に形成された絡み合い状態の Schmidt 固有値の一体分布関数を精
密高く求めた。これを、（１）で導出したランダム行列の Schmidt 固有値の一体分布関数と比
較した。この比較により、量子カオス動力学によって作られた状態がランダム行列とみなせる
ことを明らかにした。 
 
研究成果の概要（英文）： 
We studied the universality of the statistics in the quantum entanglement generated 
by the dynamics of a bipartite system. The main points in our studies are two as 
follows. (1) We adopted the random matrices whose elements are all statistically 
random to model entangled quantum states. To this end, we developed theory of the 
random matrices in our original way. (2) We performed a large scale simulation of the 
quantum dynamics and obtained accurate one-body distribution of the Schmidt 
eigenvalues of entangled states generated by the quantum dynamics. We compared the 
one-body distribution with that derived in (1). This comparison revealed that the 
quantum chaotic dynamics shows the statistics of random matrices. 
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１．研究開始当初の背景 

量子力学の黎明期において、量子絡み合い
状態は、その非古典的相関がパラドックスと
して論争の的となったが[1]、今や、活用可能

な資源として量子計算・量子情報分野で精力
的に研究されている。特に、量子絡み合いの
動的形成過程は、観測過程に代表される量子
論における不可逆性の起源や量子宇宙の古



典化など量子干渉性の喪失を説明する物理
過程として研究されてきたのみならず、量子
計算や量子情報処理の実用化を阻む要因と
してもますます注目を集めている。 

特に、本研究が明らかにしようとした動的
に形成された量子絡み合いの統計的普遍性
については以下のような先行研究があった。 
（１）量子カオスによる量子絡み合いの動的
形成 

量子絡み合いの動的形成の従来の議論は
局所注目系とその外部環境系とが絡み合う
場合を想定している。そこでの外部環境系の
モデルは無限自由度の熱浴である。確かに、
連続なエネルギースペクトルを持った熱浴
と共鳴的に結合した局所注目系は量子絡み
合いを不可逆的に形成していくであろう。し
かし、可算有限個の系の極限として熱浴の性
質が量子系に現れることは Fermi-Pasta 
-Ulam 問題と同様自明ではなく、量子論的熱
浴の由来がそもそも不明である。 
そこで、全系が可算有限個である場合の量

子カオスの役割の理解が必要になる。一番簡
単な問題として足立[2]や窪谷ら[3]によって
量子カオスを示す２自由度結合系が調べら
れた。全系の状態は 
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と書くことができる。ここで )(txi は

Schmidt 固有値と呼ばれる非負の実数であ

り、絡み合いの仕方を特徴的に表している。

例えば、１自由度を粗視化してできる縮約密

度行列のノイマン・エントロピー は、 NS
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と表される。確かに、各自由度が量子カオス
系の場合 N が増大していくことが示された
[2, 3]。以降、エントロピー生成率とリャプノ
フ数との関係や量子古典対応などを通して
量子絡み合いと動力学的性質との関係が多
くの研究者[4] によって調べられ続けている。 

S

（２）量子絡み合いの統計的普遍性 
２自由度すべてがカオス系の場合、式(1)の
複素係数Aij(t)を成分とする行列A(t)はどのよ
うな性質を持つのであろうか？行列A(t)をラ

ンダム行列とみなすことができれば、
Schmidt 固有値の統計分布関数を予言する
ことができる[5, 6]。具体的な量子系モデルに
おける Schmidt 固有値の一体分布関数とラ
ンダム行列の一体分布関数 P1,N(F)(x)とを比較
すると、実際の量子系における Schmidt 固有
値の一体分布は、初期条件に依存しないだけ
ではなく、ランダム行列理論が予言する
P1,N(F)(x)と非常によく一致している。従って、
動的に形成された量子絡み合いに統計的普
遍性があると結論づけられる[6]。 
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２．研究の目的 
本研究の第一の目的は、従来の研究[1,2]を

さらに進め、動的に形成された量子絡み合い
の統計的普遍性を他の動力学状況において
も調べることである。 
近年量子制御のためのさまざまな実験技術
が開発されている。例えば、Chaudhury ら[3]
は、封じ込められた希薄な Cs ガスに偏光レ
ーザーを照射し続けながら外部磁場を時間
変動させることにより Cs 原子のスピン状態
を高い信頼度(fidelity)で任意に制御すること
に成功している。さらに、Ghose ら[4]は、
Chaudhury らと同じ実験セットアップを使
って Cs 原子のスピンを量子カオス的に運動
させる方法を提案している。 
そこで、本研究の第二の目的は、動的に形
成された量子絡み合いの統計的普遍性を利
用する以下の応用法を考案することである。 

 量子推定 
全系が持つ統計的普遍性のクラス（タイ

プ）を知りえたとして、部分系に関する密度
行列から全系の量子状態を推定する量子推
定の方法を開拓する。 

 量子制御 



上述のように実際のスピン系において量
子カオス動力学による絡み合い形成が実現
しつつある。統計的普遍性を利用した信頼度
の高い状態制御の方法を開拓する。 
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られる固有値は、状態(1)の Schmidt 固有値
の２乗である。従って、縮約密度行列から全
系の Schmidt 固有値を知ることができる。 [4] S. Ghose et al, Phys. Rev. A78, 042318 

(2008). 全系が統計的普遍性のあるクラスに属し
ていることを所与とすれば、このことを利用
して第１自由度の縮約密度行列から第２自
由度の Hilbert空間の大きさや動力学的性質
などを知ることができるだろう。 

 
３．研究の方法 
（１）量子絡み合いの動的形成のシミュレー
ション解析 

まず、古典的動力学がよく知られた Kicked 
top などのモデルを２つ結合させたものを全
系として量子動力学のシミュレーションを
行う。これにより、式(1)が表現となる状態
から Aij(t)の時間変化が得られる。次に、一定
時間間隔ごとに Aij(t)にサンプリングを行い、
行列要素を Aij(t)とする M×N複素行列 A(t)の 

このように第２自由度に対して量子推定
を行う方法を開発し、それを利用して信頼性
の高い量子制御の方法を考案する。 
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統計アンサンブルをつくる。そのアンサンブ
ルにおける Schmidt固有値の統計分布を１体
分布・２体相関などで評価する。Schmidt 固
有値の統計分布の分析を数種類のモデルに
対して行い統計的普遍性の発見を行う。 

 
４．研究成果 
（１）量子絡み合いの動的形成のシミュレー
ション解析  

（２）ランダム行列理論の構築 Kicked Topと名付けられた力学モデルを２
つ結合させ量子動力学の大規模シミュレー
ションを行った。従前の我々のシミュレーシ
ョンに対して、行列の大きさで 64 倍、計算
ステップ数で 320 倍の規模である。 

モデルのシミュレーションの結果を多数
示しても普遍性の存在を証明しつくしたと
は言いがたい。そこで、M×N 複素行列 A に
対する数学的モデルとしてのランダム行列
理論を構築する。ランダム行列理論が予言す
る Schmidt固有値の分布関数を実際の量子系
における Schmidt固有値の分布と比較するこ
とにより統計的普遍性の存在の説得力ある
証拠が得られる。さらに、その統計的普遍性
をランダム行列の対称性として特徴づける
ことも可能となる。 

時間発展する１量子状態の異なる時刻の
状態を行列 A(t)のサンプルとし、A(t)の
Schmidt固有値の xi(t)の一体分布関数を解析
した。 
まず、①量子動力学によって作られた絡み

合い状態の Schmidt固有値の一体分布関数と
A(t)がランダム行列となっている場合の一
体分布関数とを比較し、これら２つの一体分
布関数の差の L1ノルムを指標として、力学系
の性質（パラメータ）依存性を系統的に求め
た。その結果、Kicked Top 系が量子カオス性
を強く示すほど L1ノルムが小さくなり、かつ、
その小さくなり方に法則性があることを見
つけた。 

ここで、ランダム行列理論の構築において
重要な数学的手法は、N 体分布関数から１体
分布関数を導出する際利用される金子積分
[1]である。金子[1]は、Selberg 積分[2]の拡
張版である金子積分 Sn,mが holonomic 系微分
方程式の解であり、多変数の超幾何関数で表
現できることを示した。このような多変数超
幾何関数に関する応用数学分野での目覚し
い進展を物理学へ応用する例は知られてい
ないようだが、我々の研究はランダム行列理
論を構築する上で非常に有用であることを
示している。 

また、②量子系の Schmidt 係数の統計性と
ランダム行列の Schmidt 係数の統計性とを、
一体分布関数のズレに統計解析を行い、物理
的解釈を与えた。具体的に行ったのは、カイ
2乗解析と自己相関関数解析である。 

  
（３）量子状態推定・制御への活用 （２）ランダム行列理論の構築 

行列Aij(t)の数理的モデルとしてのランダム全系の純粋状態、式(1)の密度行列 



行列理論の構築をさらに進めた。先行研究で

、Selberg-Kaneko積分の被積分関数を拡張し

、ランダム行列のSchmidt固有値xiの１体分布

関数を解析的に得ている。その際、その積分

の満たすべき微分方程式系も得ている。この

新しく開発されたランダム行列の解析方法は

、Vandermonde行列式を直交多項式で表現し

その直交性を利用し変数の積分を実行する従

来の形式に替わるものとなることが期待され

る。 

まず、固定跡の複素ランダム行列のSchmidt

固有値の一体分布関数の標識を整理した。さ

らに、この形式を用いることにより始めて一

体分布関数の漸近解を系統的に求めることが

できた。これにより、微分方程式系の性質か

ら分布関数の性質を調べる我々の手法のメリ

ットを示すことができた。 
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