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研究成果の概要（和文）： 複素座標法は原子・分子の準安定状態である共鳴状態のエネルギー
と寿命を直接決定する理論手法である。本研究はこの手法を原子や分子の光イオン化断面積の

計算に効率よく応用するための方法論を開発する。特に従来法の問題点であった基底関数の選

択の困難を解決するために、振動数依存分極率の基底関数に含まれる複素数軌道指数に関する

１次微分と２次微分を解析的微分法によって評価し、それらを変分的に最適化する方法を開発

す、有用な成果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
The complex coordinate method is a theoretical method to evaluate directly both the 

energy level and lifetime of resonance states. This study develops an efficient 

theoretical method to evaluate atomic and molecular photoionization cross sections.  To 

solve a long-standing problem in the previous calculation scheme, which is the difficulty 

in selecting appropriate basis functions, we propose to variationally optimize the 

frequency-dependent polarizability with respect to complex orbital exponents, with using 

analytically evaluated first and second derivatives of the polarizability. 
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１．研究開始当初の背景 
量子力学的散乱問題において興味深い現
象に共鳴現象がある。複素座標法は、共鳴位

置及び寿命を求めるために開発された手法
であり、粒子の座標を r → r exp(iθ)と変
換して系のハミルトニアンを非エルミート
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化し、その複素数固有値の実部と虚部から準
位と寿命を求める。しかし(1) 共鳴位置、寿
命、あるいは光イオン化や光分解反応などの
半衝突の断面積は、実際の計算に含まれる基
底関数展開などの近似操作によりθ依存性
を持ち、その最適値を求めるのが困難で、(2)
基底関数の選択には、複素座標法に習熟する
ことが必要。さらに(3)数値計算に複素数演
算をかなり含み、数値的に不安定性が生じる
場合がある、(4) 全断面積は計算可能である
が、漸近領域の波動関数の情報を必要とする
微分断面積の計算に莫大な数の基底関数を
必要とし、実質的に応用不可能とみなされて
きた。このように複素座標法は本来の有用性
にもかかわらず、あまり利用されてこなかっ
た。実際、複素数基底関数の非線形最適化は
非常に困難であると信じられ、もっぱら複素
数の展開計算を線形変分法で最適化するの
みで、結果も大きな誤差を含む場合があり、
複素座標法の限界と考えられてきた。 

 
２．研究の目的 
本研究では、上述した従来の複素座標法に
含まれる問題点の本質を解析し、複素座標法
用に複素基底関数の軌道指数を自動的に最
適化するための方法論を開発し、新しい型の
複素座標法を構築し、更に種々の問題に応用
することを目的とした。さらに複素 Kohn変
分法を用いた散乱問題においては、本質的に
複素数にするべき基底関数は最小限の個数
でも、その漸近形を満足することでかなり良
好な結果が得られている。複素座標法の考え
方によると、共鳴状態、および束縛→連続状
態間の全断面積の計算に波動関数の漸近形
は重要でない。遷移モーメントの計算に本質
的に重要な配位空間の波動関数を高精度に
評価する基底関数を準備することができる
と、その情報を用いて、漸近領域の波動関数
は、WKB法を用いて簡単に補外出来る可能性
がある。こういった方法論を新たに開発する
ことで、微分断面積や生成物の角度分布など
従来複素座標法では計算不可能と考えられ
てきた物理量の計算可能性を調べることも
本研究の重要な目的である。 
 
３．研究の方法 
以下のように、光子エネルギーZにおいて
解析接続した振動数依存分極率 )(ZD � を、光

電子の軌道を表現するために、数個の複素数

軌道指数 }{ i] を持つガウス型（cGTO）または

スレーター型（cSTO）基底関数を加えて離散

近似し、その虚部からイオン化全断面積 )(ZV
を求める。 
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ここで 0) と 0E は始状態、 k) と kE  は終状態
の波動関数とそのエネルギーを示す。丸括弧

はブラベクトルに対して動径成分の複素共役

を取らないことを示す。 k) と kE は、 cGTO

に含まれる] に依存する。 )(ZD � に対する変

分原理から 0)(
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 を満たす最適な

複素数軌道指数を、Z毎にNewton-Raphson法
により決定する。この際、 )(ZD � の軌道指数

に対する１次微分と２次微分の表式を解析的

に表現しる。 
 
４．研究成果 
 
(1) 自動イオン化断面積とその軌道指数の
振舞い。 
光子エネルギー毎に最適化された複素軌
道指数を持つ1,2個のガウス型基底関数を用
いて、 連続状態の情報が効率良く抽出でき
ること、最適化された複素軌道指数は、自動
イオン化領域で特異な振る舞いを示すこと
を見出した。さらに①共鳴状態において断面
積がファノ・プロファイルを描いて0になる
振動数領域や、クーパー極小によって0にな
る振動数領域において、分極率は基底関数依
存性を全く示さなくなる。②通常は実数値の
軌道指数に対して分極率は特異性を示すが、
①の振る舞いを示す特別な振動数において、
この特異性は消失し、分極率は軌道指数依存
性を持たなくなり、このため最適化された軌
道指数は特異な振る舞いを示すことを明ら
かにした。 
 
(2) 振動数依存分極率の実部・虚部の解析性
を用いた、新たな計算手法の開発。 

分極率の実数部分も虚数部分も、それぞれ

複素数軌道指数を変数とする調和関数として

振る舞うため、ラプラス方程式の解となる。

例えば基底関数が１個だけの場合、イオン化

断面積を与える分極率の虚数部分は、複素数

軌道指数ζを変数とする調和関数として振る

舞う。この性質に注目してDirichlet境界問題
にしたがって、実軸上のζ（および虚軸上の
ζ）に対してαの振る舞いをフィットし、必

要な計算量を軽減するアルゴリズムを考案し

た。 
 
(3) 複数cSTO基底関数を用いた全断面積。 

水素原子の光イオン化に対して、複素軌道



 

 

指数を持ったSlater型基底関数を１～５個使

用し、分極率αが満たす変分原理に基づき、

各光子エネルギー（ω）毎にその軌道指数  

｛ζi｝を独立に最適化したところ、光イオン

化断面積を相対誤差10-10 程度と非常に高精

度に評価することができた。さらに、①最適

化した波動関数は次式を満足し 

0
)1()( PI=ψEH �  

光子場を摂動として生じる１次の摂動波動関

数であること、このため②その実数部分は、

原子核近傍では非同次項である双極子演算子

×初期状態 0IP の項を反映して振舞い、漸近

領域では非正則クーロン波に比例する。また

虚数部分は正則クーロン波に比例する。この

ため③最適化された軌道指数は、 0IP の項を

反映した実数成分と、光電子の波数に対応し

た純虚数に近い値を持つ複素数成分を両端に

持つ複素数等比級数の振舞いを示し、複素数

even-tempered 基底関数の組を形成すること

を明らかにした。さらに④振動数依存分極率

に対する変分原理は、Hylleraasの変分摂動法

で用いる汎関数

)~2()~~(]~[ 0I|μ|ψ+ψ|HE|ψ=ψI �  
と同型であり、この汎関数 I は、変分条件が
満足されるとき振動数依存分極率D に等し
くなり、その虚部は全断面積V を与える。⑤
結局、ωごとに )(ZD を }{ r] で最適化するの

は、Hylleraasの変分摂動法を使って
)1(ψ と

)(ZV を変分的に決定することに等しい。
)1(ψ の虚部は散乱状態の正則波動関数を与

えるので、以上の解析により、
)1(ψ の漸近領

域を表現する基底関数が含まれれば位相のズ

レを得ることが本計算手法で可能であること

を明らかにした。 
 
(4) 複数 cSTO基底関数を用いた異方性パラ
メータの計算。 
 
水素原子の 2p電子の光イオン化を考える
と、散乱状態は 2000 YRYR kdks � \ と ks
状態と kd状態の重ね合わせになる。全断面
積V は光電子の動径 fluxを全立体角で積分
した量なので、 2000 ,YY の直交性より ksと
kdの干渉項はなく、部分波ごとの遷移モーメ
ントの二乗和で与えられ、さらに各部分波は、
初期軌道 2pの広がりと同程度の領域まで正
確であれば良いので、基底関数の収束性は早
い。一方、光電子の角度分布は、微分断面積
と )](cos)(1)[4/(/ 2 TESVV PEdd � :
の関係にある異方性パラメータ E で表現さ
れるが、このE にはr→∞の漸近領域におけ
るksとkd間の干渉項が重要な寄与をするた
め、漸近領域までの精度が必要である。 
本研究で用いる手法（厳密には複素基底関

数法）は、散乱状態を基底関数展開によって
表現する方法の１つであるが、従来、この方
法で、連続波動関数を漸近領域まで表現する
のは、実質的に不可能であるとみなされてい
た。しかしながら、(3)の⑤で明らかにした
ように、一次摂動波動関数を複素基底関数で
展開し、Hylleraasの変分摂動法と解析的微
分法を用いてその展開係数と指数部を最適
化すると正則解が得られることが分かった。
複素基底関数の個数を少なく抑えるために
は、rの小さい領域は正確に表現できても、
漸近領域は不正確になる欠点を克服する必
要がある。このために、基底関数展開法で精
度が高いrの小さい領域において、その波動
関数をWKB解に接続し、その関数を漸近領域
まで補外して位相シフトを計算する手法を
開発した。 
 
図1に5個の独立に最適化された複素STOか
ら構成されたkdの動径関数 )(2 rR を赤線で示
す。 30�r bohr程度まで正確である。さら
にこの基底関数による解を 9 r bohrで WKB
解に接続した結果を青色で示す。 

図１．kd動径関数の計算結果。実線は正確
な波動関数に一致する。 
 
このWKB解により位相のズレを求め、またks
についても同様に計算して異方性パラメー
タを評価したものが図2である。 

図 2．異方性パラメータの計算結果 
 
ksとkdそれぞれにわずか５個ずつのcSTO基
底関数で、非常に高精度な結果を得ることに

成功した。さらに 3dからのイオン化チャン

ネルkpとkfについても同様に良好な結果を



 

 

得た。次に分子系の計算で重要である cGTO

基底関数を用いた計算も試行的に行った。

表.1に水素原子の2pからの光イオン化のE
の計算結果を示す。(a)は5個のcSTOを用い

て複素軌道指数を独立最適化した結果で、

(b)は 13個の GTOの実軌道指数を固定して、

さらに 2個の cGTOの複素軌道指数を独立に

最適化した結果である。 

 

表１ Ｈ原子の異方性パラメータ。(a)５個

のcSTO, (b) １３個の実数GTO＋２個のcGTO

を使用。 

 

cGTO基底関数は、cSTOに比べて収束性は悪

くなるが、それでも比較的少数のcSTOやcGTO

といった複素基底関数を用いて、異方性パラ

メータを高精度に計算することに成功した。 
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