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研究成果の概要（和文）：電磁界の有限要素解析において、高次アイソパラメトリック辺要素の

開発に成功した。さらに、要素次数が不均一な混合次数アイソパラメトリック辺要素の開発に

も成功した。これらによって、複雑な電気機器のモデリングが可能になり、全体的に解析が容

易になった。さらに、ＰＣクラスターを利用することによって、高速化が実現できた。

研究成果の概要（英文）：Homogeneous and inhomogeneous high-order isoparametric 
elements for a finite element electromagnetic field analysis were developed. It is possible 
that complicated electric machines are divided into these elements, and these 
electromagnetic field distributions are obtained. PC cluster realizes a high-speed analysis 
of electromagnetic field. 
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１． 研究開始当初の背景

（１）有限要素法による電磁界解析において、

当時辺要素が認知され、多くの市販汎用ソフ

トに採用されるに至っていた。しかし、その

要素は基本要素か、または低次の要素に限ら

れていたため、高精度解析には細分割過程が

避けられなかった。そのため、要素分割のた

めに費やされる実質的時間がソルバーの時

間を上回り、問題となって来た。このような

状況の中、高速な要素分割アルゴリズムが開

発される一方、高次要素の利用にも目が向け

られた。高次要素を用いると、電磁界分布が

高次多項式で近似されるため、要素数を減ら

しても高精度な解析結果が得られる。要素数

が減れば、要素分割が容易になり、解析に掛

かる時間の総合的な短縮が期待できる。

（２）当時、高次辺要素に対する Hano や

Ren らの精力的な研究が目立った。すなわち、
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有限要素法解析におけるベクトル多項式空

間の構造が明らかになりつつあった。ベクト

ル高次要素は電磁界解析に独特なものであ

り、Nedelec によって発表されたが、彼の論

文は数学的記述が多く、一般的な工学者には

非常に難解であり、異なった解釈による高次

要素の発表が行われるに至った。日本国内の

関連研究者の多くは 1,2 次辺要素の利用に留

まっていたが、亀有は独自の高次辺要素を提

案していた。そのような中で、ベクトル多項

式空間の具体的な構成がシステマチィック

に可能になり、高次要素の数式表現が容易に

実現しかけていた。

（３）また、この分野の最大級の国際会議で

ある COMPUMAG、CEFC においては非適

合要素の考えが数多く発表されていた。しか

し、電磁界の連続性の取り扱い不明確であっ

たり、また最終的な連立一次方程式の解法に

おいて不安定が生じたりして十分な成果が

得られておらず、この分野は未開発の分野と

言ってよい状況であった。辺要素では基本的

に電界や磁界の接線成分の連続のみを課す

が、非適合要素ではその条件が崩れしまう可

能性がある。また、有限要素法において一般

的には連立一次方程式、あるいは固有値方程

式が得られるが、その解法が種々提案されて

おり、安定解析の方法が模索されていた。現

在でも研究が世界的に継続している。

２．研究の目的

（１）電磁界解析における綜合的な高速化と

低コスト化を実現するために、高次要素を意

識したアイソパラメトリック辺要素の開発

と、その実用化を目的とする。そのためには、

独自の要素分割アルゴリズムの開発が必要

になる。また、Nedelec が開発した高次要素

の数学的構造を明らかにし、簡便な構成法を

見つけることが必要である。

（２）次に、辺要素の辺や面の次数に粗密を

付けた混合次数アイソパラメトリック辺要

素を開発する。これによって、電磁界の粗密

を吸収することができ、高次要素の特性をさ

らに発揮することが可能になる。また同時に、

要素境界面における電磁界の不整合が発生

するので、磁束分布などが連続になるように

接続方法を開発する。

（３）さらに、本手法を電気機器などの非線

形問題に適用し、従来法との比較によってそ

の有効性を実証し、実用化を目指す。

３．研究の方法

（１）まず、高次ベクトル要素の平易な構成

を可能にするために、積み上げ方式による構

成理論を構築する。これを基に、要素の点、

辺、面、及び体を別々に考えた混合次数ベク

トル要素の構成法を検討する。一方、辺や面

を多項式表現したアイソパラメトリック辺

要素の構成理論を構築する。最後に、これら

を結び付けて混合次数アイソパラメトリッ

ク辺要素の構成理論を構築する。これらを基

にコーディングを行い、簡単なモデルで固有

値解析を行ってコードのデバックを行うと

共に、次数パラメータ間の関係を明らかにす

る。 

（２）次に、有限要素法による電磁界解析に

おいて最終的に得られる代数方程式解法の

ためのソルバーの開発を行う。これには、一

般的に反復法が有利だといわれているが、こ

れらにも種々のアルゴリズムが提案されて

おり、比較検証する必要がある。さらに、反

復計算のための収束判定基準等は経験的に

決定する必要があり、時間を要す。 

（３）さらに、ＰＣクラスターに対応するた

めに領域分割法等のコーディングを行う。Ｐ

Ｃクラスターは小さい計算機を複数台並列

に配置して、大きな問題を解くための手法で

あり、計算機間の通信がネックとなるので、

アルゴリズムとコーディングが重要になる。 

（４） 最後に、実機モデルの要素分割を行

い、そのデータを基に本手法の有用性を確認

する。

４．研究成果 

 本研究は、電磁界解析における総合的な高

速化と低コスト化を実現するために、混合次

数アイソパラメトリック辺要素の開発と、そ

の実用化を目的とした。 

（１）まず、任意形状のモデルに対応可能な

四面体辺要素、及び六面体辺要素の多項式空

間の構造を明らかにし、高次辺要素の開発を

行った。Nedelec の高次要素の構成法は、大

きなベクトル空間から不要なベクトル成分

を除くという手法で構成されていることが

明らかになった。しかも、この方法はコーデ

ィングを難しくし、現実的ではないことも分

かった。そこで、最終的なベクトル空間を小

さな空間を積み上げる方式で構成する手法

を見つけ出した。さらに、任意の次数の要素

に対してシステマチィックに構成できる手

法を見出した結果、いかなる次数の要素も構

成が可能になった。このような高次要素をコ

ーディングした後、空胴共振器の固有値問題

に適用し、スプリアス解が発生しないことを

確認した。これは Nedelec が提案したのと同

じ関数空間のベクトル要素が構成されてい

ることを意味する。しかし、この要素はひと



つの次数パラメータによって管理されてい

るため、境界面の電磁界の接続において融通

性がなく、電磁界の粗密に対応することがで

きない。そこで、要素の点、辺、面、および

体にそれぞれの次数パラメータを配置し、

各々には単一次数要素の形状関数を適用し

た混合次数アイソパラメトリック辺要素を

開発した。要素の点、辺、面、及び体にどの

ベクトル空間を対応させるかが鍵で、これを

明らかにした。これによって、ひとつの要素

が多数の次数パラメータを持つことになり、

電磁界解析への適用の自由度が飛躍的に向

上することを確認した。さらに、固有値解析

によるスプリアス解の発生状況から、たくさ

んある次数パラメータ間の関係を明らかに

した。

（２）電気機器の磁気特性は非常に複雑で、

有限要素法による磁界解析においても定説

がないのが実状であり、多くの内外の研究者

が手がけている。磁気問題は複雑になる一方

であるが、この分野では避けて通れず、磁気

特性のモデリングにマクロな物理モデルを

導入し、実験結果との整合性を検討した。一

方、高次要素の利用には、解析対象のモデリ

ングからアイソパラメトリック化が避けら

れない。そこで、混合次数アイソパラメトリ

ック辺要素を適用した。アイソパラメトリッ

ク要素は、解析対象とのマッチングを取るた

めに辺や面の形状が多項式表現になってい

るため、要素行列の構成には数値積分を行わ

なければならず、積分点の数と精度との関係

を明らかにしておかなければならない。積分

点を多く取れば精度は向上するが、計算時間

が増大する。また、辺や面が多項式で表現さ

れていることから可視化が複雑になり、可視

化プログラムの開発も必要になった。辺が曲

線となることから陰線処理が複雑になり、さ

らに面が曲面となることからさらに複雑な

陰面処理を必要とした。これらを基に、解析

領域の多様性に対するロバスト性を実現す

るために、電気機器などの実機モデルに適応

し、その適用性を検討した。 

（３）多種のアイソパラメトリック辺要素を

用いた磁場解析コードの開発を行い、回転機

などの実機モデルに適用し、そのロバスト性

を確認した。さらに、多種の混合次数アイソ

パラメトリック辺要素を用いた磁場解析コ

ードの開発を行い、回転機などの実機モデル

に適用し、そのロバスト性を確認した。さら

に、低次要素に対して従来法との計算時間、

及び解析結果の安定性の比較検討を行い、本

手法の有効性を確認した。ただし、低次辺要

素を適用するためには、高密度の要素分割が

必要になり前処理に多くの時間を費やす結

果に変わりはなかった。最後に、本研究の有

効性を実証するためには、高速で大容量な処

理が必要になり、ＰＣクラスターで対応した。 
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