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研究成果の概要（和文）： 

終端時刻が固定されていないもの，初期状態点が固定されていないもの，設計すべきパラメータが

含まれるもの，物理的な拘束条件が絡んだもの，状態点がジャンプするものなどの種々の非線形最適

制御問題に対し，標準的な最適制御問題の枠組みで統一的に議論できることを理論的に明らかにし

た．また，実用的な観点から非線形最適制御問題に対し，非可微分な場合や非線形性が強い場合を

考慮した数値解法アルゴリズムの構築可能性を数値実験により検証した．  

 
 
研究成果の概要（英文）： 

From a theoretical point of view, a unified approach is proposed for nonlinear optimal control 
problems with unspecified terminal-time, with unfixed initial-states, with free design parameters, 
or with hybrid dynamics. From a practical point of view, numerical approach is investigated 
towards non-differentiable and/or highly-nonlinear situations.  
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１． 研究開始当初の背景 

 

多くの地球的規模の複雑かつ解決困難な課

題を考えるとき制御技術への期待はこれまで

以上に大きい．その中で，近年のコンピュータ
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性能の加速度的な発展により，実時間で非線

形最適制御を実現することが可能となり，例え

ば非線形モデル予測制御(NMPC)が注目され

ている．現実的な非線形最適制御問題を時々

刻々定式化し，かつ最適解を時々刻々算出す

る制御技術である．これは，非線形最適制御

問題の定式化が重要な役割を果たす一例であ

る． 

非線形最適制御問題には多くの種類がある．

終端時刻が固定されていないもの，初期状態

点が固定されていないもの，設計すべきパラメ

ータが含まれるもの，物理的な拘束条件が絡

んだもの，状態点が時折ジャンプするものなど，

枚挙に暇がない．残念ながら，現時点ではこれ

らに対し統一した解法は提案されておらず，個

別な対応を強いられている．少なくとも，NMPC

を適用する観点からは大きな障害といえる．し

たがって、これらの種々の非線形最適制御問

題を区別なく取り扱うことのできるいわゆる「統

一理論」の構築が望まれていた． 

 

 

２．研究の目的 

 

本研究では，これらの非線形最適制御問題

が「ある種の標準的最適制御問題」の枠組み

で統一的に議論できることを明らかにする．さら

に「ある種の標準的最適制御問題」に対する数

値解法を，微分可能性を仮定せずに提案して，

その収束証明および数値実験を行う．微分可

能性を仮定しないことで（以降，非可微分と表

現する），より広いクラスの非線形最適制御問

題（不感帯やバックラッシュなどを含む場合）を

見通しよく取り扱うことが可能となる．本研究は

「非線形最適制御問題の統一理論の構築」，

「非可微分な非線形最適制御問題の数値解法

の確立」の二つの課題から構成される． 

 

 

３．研究の方法 

 

2009年度は以下のとおりである． 

（１）拘束条件を考えるとき，本研究では空間を

歪める考え方を用い，状態空間を歪めてあた

かも無拘束かのような空間（擬似空間）をつくる

ことを試みた．すなわち，拘束条件のある最適

制御問題を，拘束条件のない問題として扱う考

え方である．状態変数および入力変数のいず

れの場合も取り扱いその考え方を整備した．そ

の効果を数値実験かつ実機実験にて確認する

ため，入力拘束条件付最適制御問題に焦点を

当て，擬似空間上のハミルトン・ヤコビ方程式

を導出し，その数値解を関数の形で求めた．な

お，入力空間を歪めた場合，ハミルトン・ヤコビ

方程式による入力関数の導出は困難とされる

が，新たな工夫を凝らしている．以上により，本

手法の考え方の正当性を検証した．  

（２）状態点が不連続にジャンプし，さらにジャ

ンプ時刻が未知な場合の問題は，連続量と離

散量が混在するハイブリッド最適制御問題とし

て知られている．はじめに，状態点のジャンプ

現象を連続量の一部であると考えた．すなわち，

状態空間を平面と考えるとき，その平面の一部

を切り取り，残りの部分を繋ぎ合わせる考え方

である．この考え方を利用し，状態点がジャン

プする場合を含む正準形式最適制御問題の

定式化を試みた．しかし，状態変数の次元が

非常に大きくなることが明らかになった． なお，

正準形式最適制御問題とは，適用範囲は限ら

れるものの，研究代表者により既に提案された

ある種の統一理論のことである． 

（３）上述の（１）および（２）の研究状況を考慮し，

正準形式による最適制御問題の定式化の前準

備として，ディスクリプタ形式による最適制御問題

の定式化およびその数値解法の確立を試みた．

ディスクリプタ形式は制御対象の表現能力に優

れているといわれる．その表現能力を参考にして，

正準形式による統一理論の構築の可能性を検

討することを目的とした． 

 

2010年度は以下のとおりである． 

（１）状態点のジャンプ現象に対し従来の「連続

量の一部」との考えを発展させ，「状態軌道の折

りたたみ」を考案しその可能性を検討した．どちら

の場合も状態の次元は一時的に増大するが，後

者のほうが次元は小さい傾向にあることがわかっ

た．しかし，後者は数学的には取り扱いが困難で

あることがわかった．したがって，統一理論の確

立には両者の融合が必要と判断した．その融合

のための接着剤として，前年度の検討を参考に

して状態の不連続量を許容するデスクリプタ形式

の表現を再検討した．また，デスクリプタ形式の

表現と数値解法との相性に関し詳細に再検討し

た．  

（２）非可微分な最適制御制問題に対する数値

解法として，微分可能な関数からの近似手法が

実用的であるとの観点から，微分可能関数による

ある種の極限関数から構成されるラパーを非可

微分な概念として決定した．これにより非可微分

関数に関連する微分情報を十分に利用できるこ

とが期待できると同時に，これまでに確立されて

いる通常の数値解法に類似した形で非可微分ア

ルゴリズムの確立が期待できる．ところで，以上

は主に実用的な観点からの評価が中心である．

今後の重要な検討課題として，数値解法の理論

的な収束証明があげられるが，これに関して不



 

 

明確な部分が存在することを明らかにした． 

 

2011 年度は以下のとおりである． 

（１）ディスクリプタ形式の表現能力とその最適制

御計算との相性について検討した．ハイブリッド

形式を包含できる可能性はあるものの統一理論

には至らなかった．これに対し，時間軸を部分

区間に分割してそれらをスライドする方法を工

夫し，新たな観点からの統一理論を試みた．仮

想時間による正準形式の枠組みでの定式化に

は至らなかったものの，ある種の統一理論の構

築に成功した． 

（２）ラパーを用いて数値解法を試みる場合，微

分不可能な関数を微分可能な関数で近似する

方法をとる．ラパーを使わない実用的な接近法

をも視野に入れてこの近似手法を非ホロノミック

系が持つ粘性解に適用し，非可微分な粘性解

がある種の可微分な近似関数により計算可能で

あることを検証した．この結果，近似関数により

非可微分な最適制御問題の数値解法の実現可

能性を明らかにした．ただし，対象とする問題の

難易度に大きく依存する結果となっており，非可

微分な数値計算に関しては今後に課題を残す

形となった． 

（３）可微分な場合の最適制御問題に関しては，

ある種の統一理論の構築に成功しており，さら

に時間軸スライド法ではその必要条件として最

大原理を理論的に導出した．したがって，統一

理論に対する数値解法においては，収束証明

がなされた従来の計算手法がそのままの形で適

用可能となり，統一理論に対する数値解法が構

成可能となる．一般に統一理論はその性格上，

強い非線形性を持つことが予想される．不確定

初期状態点や不確定パラメータを含む最適制

御問題，およびハイブリッド最適制御問題をいく

つか取り上げ，現実的な観点から数値実験を行

いその実用性を確認した．なお，数値計算では

ここで得られた最大原理に基づく新たな解法を

工夫している． 

 

 

４． 研究成果 

 

（１）非線形最適制御問題の統一理論の構築  

 

① 物理的な拘束条件が絡んだ問題：  

空間を歪ませることにより，拘束のある空間か

ら拘束のない空間への変換を行う．これによって

制御対象は拘束のない空間に移され，制御系設

計が容易となる．ここで設計された制御系は，元

の空間においては拘束を満足することとなる． 

 拘束のない空間に変換する変換関数はある種

の極座標系への変換となる．半径方向に適切な

関数を選ぶことにより，変換後のシステムの挙動

は拘束条件を満たす集合内におさまる．ここでは

複数の入力拘束，または複数の状態拘束が凸

集合の場合における変換方法について検討した．

また，現実的な制御問題として障害物回避問題

がある．この場合は状態拘束が凸集合とはなら

ず座標変換が困難となる．この点に関しては残

念ながら従来の結果を再検討するにとどまった．

変換関数の理解を助けるため，以下に１次元の

入力拘束（凸集合の場合）と障害物回避問題（凸

集合ではない場合）を取り上げる．  

まず，１次元入力拘束の場合を考える． 入力
1Uu に対し，拘束条件 lim|| uu  とする．

変換関数を考えるとき，ある種の極座標を用いる．

１変数の場合は回転方向を考える必要がなく，

半径方向のみを考える．変換関数は次式となる． 

  )sin(lim wuu  ， 1w  

この変換関数により変換を行うと，仮想的な入力

w には拘束条件が生じず，すべての w に対し入

力u は拘束条件を満たすことになる． 

次に，障害物回避問題を考える．簡単のため

に状態は２次元とする．障害物回避問題におけ

る拘束条件を次のように定義するとき， 

  022
2

2
1  Rxx  

半径 R の円の内側に禁止領域が存在することと

なる．この場合は次のような変換関数を用いるこ

とで，システムを拘束のない問題に変換し，常に

障害物に衝突しない制御系を作ることができる． 

  
)~sin(]~[

)~cos(]~[
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この変換関数が表わす擬似空間は図示すると図１ 

 

 

Fig. 1  Quasi space of obstacle avoidance 

problem 

 

となる．図1は本来の状態である 1x ， 2x の平面に

対し極座標の回転方向に 1
~x ，平面に対して垂直

に 2
~x の軸を取っている．図1の中心部分の空白



 

 

となっている円が障害物である．図1で表わされ

る曲面が擬似的な空間となっており，変換関数

によって変換された状態点はこの曲面上を動くこ

とになる．すなわち，状態点がどのように曲面上

を移動したとしても，障害物の内側に入ることは

ない． 

 以上により拘束のある問題から拘束のない問題

に変換することができた．これにより拘束条件を

含む場合も拘束のない最適制御問題の枠組み

に統一される．ゆえに，標準的な最適制御問題

に変換されたといえる． 

 

② 状態点がジャンプする問題：  

状態点がジャンプする問題をジャンプのない

問題へと変換する．その考え方は，時間軸変換

により各区間をスライドし，図 2 のように一つの基

準区間 ]1,0[ にまとめることである．基準区間にお

ける新たな時間軸を ]1,0[ とし，各区間を変換

式 
],[, 11 jjjj ttttTt     

によりスライドする．ここに 1 jjj ttT とする． 

 

 

 

 

 

 

Fig.2  Time-axis slide 

 

 

これにより，状態量 )(tx j および入力 )(tu j は以下

のように変換される．ただし， ]1,0[ である． 

},,1{,)(~)()( 1    jxtTxtx jjjjj  

},,1{,)(~)()( 1    jutTutu jjjjj  

時間軸 ]1,0[ においては状態点がジャンプし

ない連続な状態軌道を持つ最適制御問題となる．

このとき，時間軸変換によりいくつかの決定すべ

き未知パラーメータが生じるが，正準形式最適制

御問題の枠組みであることを考えると標準的な最

適制御問題に変換されたといえる． 

 

③ 統一理論の構築：  

上述の①では状態拘束および入力拘束が標

準的な最適制御問題の枠組みにおさまり，②で

は状態点のジャンプ現象が，正準形式最適制御

問題の枠組みへと変換された．したがって，終端

時刻が固定されていないもの，初期状態点が固

定されていないもの，設計すべきパラメータが含

まれるもの，物理的な拘束条件が絡んだもの，状

態点がジャンプするものなどが標準的な最適制

御問題に変換され，統一的に取り扱うことができ

ることから「統一理論」の構築に成功したといえる．

ただし，正準形式の表現形式に上述の５つの場

合を記述するにはあまりにも煩雑になる可能性

があり，より柔軟な表現能力を持つ記述形式の

構築が重要と考えられる．この点に関しては今後

の課題とする．  

 

（２）非可微分な非線形最適制御問題の数値解

法の確立 

非可微分な最適制御問題の定式化および数

値解法アルゴリズムの検討に際して，実用的な

観点からラパーを採用した．非可微分概念は数

学的な概念でありながら，ラパーは近似関数で

近似計算をすることを許容しており工学的な観点

からは評価できる．なお，近似関数を許容する非

可微分概念は他にも存在するが，ラパーは研究

代表者の考案であり，正確かつ的確な取り扱い

が期待できることを採用決定の根拠とした．しか

しながら，近似関数を許容する非可微分概念の

提唱者の一人である J.Warga (電子メールによる

意見交換, 2010 年)により指摘された収束性証明

の問題点が現時点においても解決されず，今後

の大きな課題として残された． 

本研究ではラパーの問題点が解決された場

合を想定し，近似関数を用いた数値計算の可能

性を中心に検討を試みた．ここでは，最適制御

問題の解が非可微分な解である粘性解となる非

ホロノミックシステムを取り上げる．また，微分可

能な最適制御問題といえども，数値計算の立場

からは状態点がジャンプする問題は解法困難が

予想される．なぜなら，正準形式の枠組みではあ

るが，時間軸変換に際していくつかの決定すべ

き未知パラメータが混在するからである．この点

に関してもハイブリッドシステムの最適制御問題

として数値計算の観点から検討した． 

 

① 非ホロノミックシステムの数値解法 

設計仕様として最適性を考慮することは重要

である．評価関数を最小にする最適フィードバッ

ク制御器を求めるには Hamilton-Jacobi-Bellman 

(HJB)方程式の解，たとえば 
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の解 )(xV を求めなければならない．非ホロノミッ

クシステムの場合， )(xV は非可微分な粘性解と

なる．一般的に粘性解を求めることは極めて困難

といわれる．ここではラパーにおいて許容される

近似関数の立場から粘性解の近似関数を数値

計算により求める．すなわち，  を用いて )(xV を

ある工夫により )(xV で近似する．このときの HJB

方程式は 
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となり，その解 )(xV は滑らかになることが期待で

きる．なお，理論的には  の値が小さければ粘

性解 )(xV に近い解を得ることができるが，実用

的な観点からは報告例が少ない．本研究では２

種類の例題を通して実用的な観点からの検証を

行った． 

ここでは，２次元非線形システムの結果を示す．

)(xV ， )(xV を有限差分法により求める．図 3 は

)(xV を示しており，原点で微分不可能な点をも

っている． 1.0 の )(xV を図 4 に示す．数値計

算により滑らかな解 )(xV を得ることができた．し

たがって，近似関数による数値計算は実用的な

観点からも可能であることがわかった．  

  

 
Fig.3 Value of )(xV

    Fig.4 Value of )(xV  

 

② ハイブリッドシステムの数値解法 

状態点がジャンプする場合，標準的な最適制

御問題に変換されたとしても数値計算上は困難

が予想される．ここでは数値解法の開発も視野

に入れて最大原理に基づく新たな解法を工夫す

る．すなわち，以下の計算手順により検証する．

時間軸変換が実施されたとして，計算手順の大

筋は以下のとおりである．  

 

[Step1] 未知パラメータの初期値を適切に選ぶ． 

[Step2] 未知パラメータが適切に固定されたもと

で，通常の最適制御問題の数値解法アルゴ

リズムを適用し，数値的に最適解を求める．  

[Step3] 適切な更新則に従いパラメータ更新を

行う． 

[Step4] ハイブリッドシステムの最適解に関する

終了条件が満たされていれば Step5 へ進む．

それ以外は Step2 へ戻る． 

[Step5]時間軸をもとにもどして状態点がジャンプ

する最適制御問題に変換する．終了． 

 

全体で７種類の例題を取り上げ，あらゆる観点

から数値計算の実用性を検証した．ここでは， 

Van der Pol 問題（自励振動現象）を一部に含む

ハイブリッドシステムに対する数値計算の結果を

示す．図 5 にある状態点のジャンプ現象を示す． 

197116.11 t でジャンプが行われているのがわか

る． 非線形性の強い最適制御問題であっても

未知パラメータの適切な更新則により実用的解

法が可能であることが示された． 

 

 
Fig.5 Optimal trajectory  
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