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研究成果の概要（和文）： 
 超一様分布列を評価する新しい指標ＷＡＦＯＭ（Walsh Figure Of Merit）を開発し
た。ＷＡＦＯＭは、Ｓ次元の単位立方体内の点集合に対して、実数値で評価を与える
ものであり、数値積分における積分誤差の上限評価に使用出来るものである。更に、
ＷＡＦＯＭの計算において離散フーリエ逆変換を使用すると計算量がO(nSN)になるこ
とを証明した。ここで、nは二進数での小数点以下の桁数、S は次元、N は点の数であ
る。ＷＡＦＯＭが高速に計算可能であることから、新しい超一様分布列および超一様
分布集合の探索が容易になった。 
研究成果の概要（英文）： 
    We have developed a new figure of merit of Low Discrepancy Sequence (LDS), 
called Walsh Figure Of Merit (WAFOM).  WFOM is a function that takes point set in a 
unit hypercube in S-dimensional space and gives a real number as figure of merit of 
the point set.  WAFOM can be used to evaluate the upper bound of the error of 
numerical integration.  We gave a proof that the order of calculation of WAFOM is 
O(nSN) by using discrete Fourier inverse transformation, where n is number of bits 
below radix point of binary form, S is number of dimension and N is number of points 
in the LDS.  WAFOM makes finding new LDS easy because of faster calculation speed 
compared to existing method to calculate figure of merit of LDS. 
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１．研究開始当初の背景 
 超一様分布列  (LDS, Low Discrepancy 
Sequence) は、一般の疑似乱数よりも更に一
様に分布した数列であり、科学技術計算の数

値積分において重要な役割を果たしている。
ファイナンスの分野においては、多数の要因
の絡んだ複雑な現象を表す数式に基づいた
シミュレーションを行うが、そこでも超一様
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分布列が重要な役割を果たしている。低い次
元の空間の場合、つまり数式に使われる変数
の数が少ない場合については、よい超一様分
布列が知られているが、高次元空間、つまり
数式に使われる変数が多い場合については、
よい超一様分布列は知られていなかった。 
 また、疑似乱数の生成と比較した場合、超
一様分布列の生成には時間がかかる傾向が
あった。 
 超一様分布列の評価方法については、理論
的な研究がなされているが、具体的な点列を
評価する高速な評価アルゴリズムは知られ
ていない。 
 
２．研究の目的 
  研究者は、2005 年 4 月から 2007 年 1 月に
かけて、純粋代数学を最新の CPU アーキテ
クチャと融合させることにより、従来にない
高速高機能疑似乱数生成器（SFMT）を開発
した。この成果をさらに発展させ、超一様分
布数列の研究を行うことによって成果を挙
げることが期待出来る。 
  疑似乱数生成器の開発では乱数性の指標
として高次元均等分布性を使用し、その計算
には、Lenstra の最短基底計算法を使用した。
この方法は、形式冪級数体 K=F2((t-1))上の n
次元線形空間に通常のスーパーノルムを入
れ、線形漸化式により生成された疑似乱数列
を v ビット整数列とみて、v 次元ベクトル値
母関数(Knの元)をとる。全ての初期値をとる
と、それは F2[t]格子構造を持つので、この格
子の基底のうち、スーパーノルムに関して最
短の基底を求める。その長さ L に対し、
-log2(L)が、v ビット整数列として、何次元空
間 に 均 等 分 布 し て い る か を 与 え る 。
（Couture-Tezuka-Lecuyer '93） 
  ただし、上記 SFMT の 128 ビット出力を
32 ビットに区切って使用する場合の均等分
布次元の計算にはさらに工夫が必要であり、
上記形式冪級数体上のn次元線形空間に重み
付きノルムを導入して計算した。 
  この重み付きノルムの計算方法を発展さ
せることによって、超一様分布列の多次元で
の一様分布性を計算することが出来ると期
待できる。 
  超一様分布列の生成についてはよいアイ
デアがないので、疑似乱数と同様の方法で、
様々な生成方法に対してパラメータを変え
ながら、試行錯誤的に生成法を求めることに
なる。しかし、求めた生成法に対してそれが
よい超一様性を持っているかどうかは、前述
の方法によって計算することが出来る。 
  この研究では、最近の比較的安価に利用出
来る計算パワーを使用して、試行錯誤的によ
い超一様分布列を求めることを行う。 
 以下のうちの一つ以上を達成する。 
(1) 高次元に均等に分布する超一様分布列を

得る。 
(2) 高速に生成可能な超一様分布列を得る。 
(3) 超一様分布列の高速な評価アルゴリズム

を開発する。 
(4) GPU (Graphic Processing Unit)などで

超一様分布列を高速に生成するアルゴリ
ズムを開発する。 

 
３．研究の方法 
  超一様分布列および超一様分布点集合に
ついて基礎的な研究を行う。同時に、Lenstra
の最短基底計算法に重み付きノルムを導入
した超一様分布列の評価法のプログラムを
作成し、このプログラムによって既存の超一
様分布列の再評価を行い、プログラムの正当
性を検証する。 
  その後、モーデル・ヴェイユ格子に基づい
た超一様点集合を求めるプログラムを作成
し、その結果について評価プログラムによっ
て評価を行い、既存のものより優れているこ
とを検証する。予想される結果によれば、計
算コストをかけることによって、よい点集合
が得られるはずであり、プログラムの高速化
と、長時間計算によって既存の超一様分布列
を超える結果が得られると期待出来る。 
  初年度は、まずモーデル・ヴェイユ格子の
理論から得られる低次元小規模モデルによ
る超一様点集合および超一様分布列を求め
ることを目標とする。超一様分布列について
は、周期232から 264程度のものとする。また、
評価用コンピュータプログラムの作成を行
う。 
  この小規模モデルにおいては、既存の超一
様分布点集合を超える分布を示さなくても
よい。評価用のプログラムについても、この
時点では、実用的な速度で正確な結果を示せ
ることを目標にせず、実行結果の正確性を重
視する。 
  小規模モデルでの実験結果から、有効なア
ルゴリズムについて、数学的側面から、計算
量を大幅に減らせるようなアルゴリズムの
改良を検討する。 
 また、超一様分布列の高速生成の実験のた
めに、高速疑似乱数生成器を開発する。これ
はよい超一様分布列の開発に失敗した場合
の保険でもある。 
  次の段階としては大規模に計算を行う。そ
のため、計算プログラムの高速化が必要であ
る。ここでは、計算量によらない、定数倍部
分の高速化を行うが、定数倍でも１０倍程度
の高速化が出来ることもあり、おろそかには
できない。 
  最終段階では、上記研究をまとめるととも
に、国際会議で結果を発表する。また、超一
様分布列生成アルゴリズムをアプリケーシ
ョンソフトウェアとして公開する。それには、
に利両者向けのインターフェイスやマニュ



 

 

アルの整備を行う。また、インターネット上
にもソフトウェアを公開して一層の普及を
図る。 
  計画通りに研究が進まず、新しい超一様分
布列・超一様点集合の一方または両方を発見
出来ないことも考えられる。その場合であっ
ても、超一様分布列・超一様分布関数の評価
方法の開発という意味での意義は十分にあ
ると考えられる。この場合には、平成２３年
度の研究成果の発表は、超一様分布列および
超一様点集合の評価方法について、発表を行
う。 
 
４．研究成果 
 疑似乱数の研究者の原瀬晋氏および連携
研究者の松本眞教授と共同で、超一様分布列
および疑似乱数の性能評価に使用される均
等分布次元の計算アルゴリズムを改良し、従
来の方法である双対ラティスを使用したラ
ティスリダクション法に比べて実際の計算
時間で十倍以上高速なアルゴリズム（ＳＩＳ
法）を開発した。ＳＩＳ法では多項式の代わ
りに計算機内の状態空間を使用するなどの
工夫によって、計算量および使用メモリ量を
削減している。その結果、理論的な計算量に
おいても実際の計算時間においても従来の
方法より優れた結果を示すことができた。
（論文１） 
 超一様分布列の生成は、一般に疑似乱数の
生成に比較して低速であるので、超一様分布
列の高速生成についての基礎的な研究を行
った。そのためにグラフィックプロセッサを
使用して、並列計算を高速に行う方法である
ＧＰＧＰＵについて調査を行った。具体的に
は、ＮＶＩＤＩＡ社のＧＴＸ２６０グラフィ
ックプロセッサのＣＵＤＡ環境において高
速に疑似乱数および超一様分布列を生成す
る方法（ＭＴＧＰ）を研究した。（発表２）
この研究成果は国際会議で発表し、ホームペ
ージ上で発表した。（学会発表２、ホームペ
ージ等１）論文は現在投稿中である。（プレ
プリントはホームページ等２） 
 疑似乱数生成法ＭＴＧＰは、ＮＶＩＶＩＡ
社のＧＰＧＰＵ用の疑似乱数ライブラリＣ
ＵＲＡＮＤに疑似乱数生成法の一つとして
採用された。 
 ヤング図形に基づく超一様分布列の生成
がモーデル・ヴェイユ格子を使った方法より
も見込みが大きいと考えられ、研究内容をヤ
ング図形使用にシフトして、実験用の計算機
プログラムを作成したが、これは否定的な結
果を得た。つまりヤング図形とＳＩＳ法によ
る超一様分布列の評価値は、数値積分実験に
しようした関数の積分誤差と相関が少なか
った。積分誤差が大きい場合には、ヤング図
形とＳＩＳ法による評価値も大きくなる傾
向があったが、積分誤差が小さい場合および

評価値が小さい場合は、ほとんど相関がなか
った。 
 下図は縦軸に積分誤差（対数）、横軸にヤ
ング図形による評価値をとって、ランダムに
生成した点列についてその関係をプロット
したものである。ヤング図形による評価値が
大きいところでは積分誤差も大きくなって
いるが、評価値が小さくても積分誤差が小さ
くはなっていない。 

 
 この時点で、超一様分布列の評価関数およ
び超一様分布列の開発の成功に疑いが出て
きたため、失敗した場合の保険として比較的
短い周期の疑似乱数生成器ＴｉｎｙＭＴを
開発した。ＴｉｎｙＭＴはパラメータを変え
ることによって多数の疑似乱数系列を生成
することができる疑似乱数生成器である。 
 ＴｉｎｙＭＴは、線形疑似乱数生成器とし
て見ると、多くのパラメータにおいて均等分
布次元が理論上の上限に達している。現在広
く使用されている疑似乱数生成器の中で均
等分布次元が理論的上限に達しているもの
としてはＷＥＬＬ芸時乱数生成器が知られ
ているが、ＴｉｎｙＭＴは周期こそ短いもの
のＷＥＬＬと同等の優れた疑似乱数生成器
といえる。 
 また、ＴｉｎｙＭＴの出力は F2線形ではな
くなるように処理が追加されている。この非
線形化処理によって、疑似乱数の統計的テス
トスイートであるＴＥＳＴＵ０１内で最も
厳しいテストであるＢｉｇＣｒｓｕｓｈの
すべてのテストに合格した。 
 更に、ＴｉｎｙＭＴをＧＰＵ上で実行した
場合、同じ環境でＭｅｒｓｅｎｎｅＴｗｉｓ
ｔｅｒを実行した場合に比べて３倍程度高
速になっている。ただし、ＧＰＵ用のライブ
ラリＣＵＲＡＮＤで使用されているＸＯＲ
ＷＯＷ疑似乱数生成器と比較すると半分程
度の速度である。 
 ただし、ＸＯＲＷＯＷ疑似乱数生成器には
生成された数列に問題があることを私たち
は発見し、国際会議で指摘した。（学会発表
１） 
 その後 Walsh関数によって超一様分布列を
評価するという方向で研究を進めてきたが、
東京大学の松本眞教授、ＵＣＬＡAnderson 



 

 

School of Management の Kyle Matoba 氏と
の共同研究によって一定の成果を上げるこ
とが出来た。私たちの開発した評価指標ＷＡ
ＦＯＭ（Walsh figure of Merit）は、Ｓ次
元の単位立方体内の点集合に対して、実数値
で評価を与えるものであり、ＱＭＣにおける
積分誤差の上限評価に使用出来るものであ
る。更に、ＷＡＦＯＭの計算において離散フ
ーリエ逆変換を使用すると計算量が O(nSN)
になることを証明した。ここで、n は二進数
での小数点以下の桁数、S は次元、N は点の
数である。ＷＡＦＯＭが高速に計算可能であ
ることから、ＴｉｎｙＭＴのようなパラメー
タ化された線形疑似乱数生成器で周期の短
いものの全周期渡る点列を、ＷＡＦＯＭによ
って評価し評価値のよいものを超一様分布
列として採用することが可能になった。超一
様分布列の実験的な評価方法として、理論的
な積分値の分かっているいくつかの関数（Ｇ
ｅｎｔｚ関数）で数値積分をするという方法
があるが、ＷＡＦＯＭの評価値のよい点列は
Ｇｅｎｔｚ関数の積分誤差も小さいという
結果が得られた。 
 下図は、既知の超一様分布列（Sobol 系列, 
Halton 系列, Faure 系列）とＷＡＦＯＭを使
用してランダムサーチして得られた超一様
分布列の Gentz関数の積分誤差を表している。 
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 縦軸が積分誤差（対数）であり、横軸が精
度（二進数で表した小数点以下の桁数）であ
る。Sobol 系列は赤、Halton 系列は青、Faure
系列は緑、ランダムサーチによる私たちの系
列は黒の線で表している。精度の低いところ
で Halton 系列が小さい積分誤差を示してい
るが、それ以外はどの系列もほぼ同様の傾向
を示していて、特に私たちの系列は比較的よ
い成績を示している。 
 なお、私たちの系列は疑似乱数生成法と同
様の生成法によって生成するため、他の既知
の超一様分布列よりも遥かに高速に生成可

能である。ただし、評価指標ＷＡＦＯＭの研
究が遅れたため，現時点では生成法の高速化
には取り組んでいない。 
 ＷＡＦＯＭについても現在論文投稿中で
ある。（プレプリントはホームページ等３） 
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