
様式Ｃ－１９

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書
平成２４年５月１３日現在

研究成果の概要（和文）：反ド・ジッター時空やミンコフスキー時空内における空間的部分多様

体の幾何学的不変量の局所的性質と大域的性質の研究を推進した。その結果、ミンコフスキー

時空内の空間的部分多様体の性質として、光的タイト部分多様体という概念を導入した。また、

ミンコフスキー時空の限界捕捉面がグラフ型の場合に満たす偏微分方程式の記述に成功した。

研究成果の概要（英文）：We have progressed the research on local and global properties of
geometric invariants for spacelike submanifolds in anti de Sitter space-time and
Minkowski space-time. As a consequence, we have introduced the notion of lightlike
tightness for spacelike submanifolds. We have also determined the partial differential
equations for Marginally trapped sufaces of graph type in Minkowski space-time.
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１．研究開始当初の背景
反ド・ジッター空間は、ブレーン宇宙論や素
粒子物理学において、単純なモデルを与える
ことから、主として理論物理学の立場から多
くの研究が存在する。一方、ローレンツ空間
形やリーマン空間形の中で、もっとも豊富な
幾何学的性質をもつ空間として、純粋に数学
的（幾何学的）にも興味深い対象である。こ
の反ド・ジッター空間の部分空間を研究する
ことは、理論物理学で研究されてきた、ブレ
ーン宇宙モデルの幾何学的性質を明らかに
し、物理モデルの性質のより深い理解の可能

性が期待される。

２．研究の目的

本研究は、宇宙論や素粒子物理学に現れる、
反ド・ジッター空間と呼ばれるローレンツ多
様体の部分多様体の微分幾何学的性質を、特
異点論を応用することによって研究するこ
とを主要な目的としている。その研究を通し
て、物理的な意味のみならず幾何学的に興味
深い新たな不変量の発見やその性質の理解
を目指すものである。
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３．研究の方法
部分多様体に対して、その属しているローレ
ンツ（リーマン）空間形に対応した、高さ関
数族、距離２乗関数族等の関数族を考え、そ
の関数族に「関数族の開折理論」を適用する
ことにより、対応する特異点を持つ図形を導
入する。多くの場合、この図形の特異点がも
との部分多様体の幾何学的に特徴的な点に
対応しており、その特異点の退化の様子が部
分多様体の新たな不変量によって記述され
る。このようにして得られる不変量の幾何学
的(および物理的)性質を研究するために、そ
の関数族から定まる、ルジャンドル・ラグラ
ンジュ部分多様体を求め、ルジャンドル・ラ
グランジュ特異点論を応用することにより、
幾何学的（および物理的）意味を明らかにす
る。さらには、その特異点のタイプを決定す
る。
４．研究成果
初年度は、理論物理学における、基本的文献
である、ランドール等による、５次元反ドジ
ッター空間内における２種類のブレーン宇
宙モデルを数学的にいかに解釈するかにつ
いて考察した。その結果、ランドール・サン
ドラムモデルにおけるブレーンは、双曲空間
におけるホロ超球面に対応することが理解
でき、カーチ・ランドールモデルにおけるブ
レーンは等距離超曲面に対応することが理
解された。これらの超曲面は数学的（微分幾
何学的）には、全臍的な超曲面の一種で、特
異点論の応用としての微分幾何学では、全臍
的超曲面は幾何学的モデルと考えることが
できるので、理論物理におけるモデルが数学
的にもモデルと考えられる空間であること
が興味深い。この事実から、一般のブレーン
に対する、特異点論の応用としての微分幾何
学は幾何学的モデルとの近さや違いを表わ
す不変量（曲率）が何らかの対応する物理的
意味を持つころがわかる。次に、これらの不
変量を求めるために一般の時間的超曲面で
余次元１の空間的部分多様体から定まる様
相構造をもつものを考えた。この葉となる空
間的部分多様体は全体空間内では余次元が
２なので、以前にミンコフスキー空間の場合
に開発した手法がこの場合にも適用される。
２０１０年度には、より単純な場合で、特殊
相対性理論の舞台である一般次元のミンコ
フスキー時空内の空間的部分多様体の不変
量の構成とその幾何学的意味付けの研究を
推進した。反ド・ジッター空間を考えるかわ
りにミンコフスキー時空を考えると、因果律
が単純なために、より詳しい構造が理解可能
となる。以前からの代表者の研究で、ミンコ
フスキー時空内の空間的部分多様体で余次
元２の場合がユークリッド空間内の超曲面
の理論に対応すると理解され、その場合の微
分幾何学的不変量の構成と幾何学的意味付

けが得られている。ブレーンワールドモデル
におけるブレーンの最も単純な場合である
超世界ブレーンとよばれる時間的超曲面が
重要であるが、より詳しい構造として、その
中の空間的な余次元１の葉層構造が付随す
る。この場合、各葉は全体空間の中で、余次
元２となるので、現在までに得られた成果が
応用可能となる。このような観点から、余次
元２の空間的部分多様体の理論を精査した
結果、思いがけず、限界捕捉面と言う概念に
到達した。この概念は、ペンローズが示した
一般的な時空内における時空の特異点の存
在定理において主要な役割を担うものであ
る。今回、この限界捕捉面の新たな解釈を与
えた。その結果、この概念が、極小曲面、極
大曲面、双曲空間内の平均曲率一定曲面等を
統一的に扱えることの理由付けを与える事
ができた。次に、２０１０年度までの研究成
果として得られたミンコフスキー時空内の
余次元２空間的部分多様体の不変量とその
幾何学的意味付けにたいして、さらに余次元
が高い空間的部分多様体に特異点論を応用
することにより、幾何学的不変量を導き、そ
の幾何学的性質について研究を推進してき
たが、引き続き２０１１年度もその方針で本
研究課題を推進した。特に２０１１年度には、
それまでに考えられた枠組みの下で、得られ
た幾何学的不変量の大域的性質について研
究した。この光錐的曲率に対して、余次元２
の場合には、ガウス・ボンネ型の積分公式が
成り立つことが以前の代表者の研究により
知られていたが、その絶対値の積分に対する
チャ－ン・ラーショフ型積分不等式を示した。
特に、この不等式に対して等式が成立する場
合の空間的部分多様体の特徴付けとして、光
的タイト空間的部分多様体という概念を新
たに導入して、空間的部分多様体が球面の像
となる場合にその特徴付けをあたえた。その
結果、ユークリッド空間内のタイト部分多様
体と双曲空間内のホロタイト部分多様体の
類似点や相違点を明らかにすることができ
た。さらに、その付属物として、一般余次元
の空間的部分多様体に沿った光的超曲面の
研究をするための枠組みを構成し、その特異
点の幾何学的意味をルジャンドル特異点論
を応用することにより明らかにした。この光
的超極曲面は様々な事象の地平線の形状を
記述するもので、ブラックホール物理学や宇
宙論において重要な役割をになうものであ
る。
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