
 

様式Ｃ－１９ 

 

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 
平成 25 年 5 月 21 日現在 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：ラグランジアンファイブレーションの底空間が非特異であり, かつ元

のシンプレクティック多様体がある数値的条件を満たせば, 非特異でなくても底空間は射影空

間となることをしめした. また現在知られている具体例のうち二つの例外を除いてラグランジ

アンファイブレーションが存在するための必要十分条件を求めた. また底空間が非特異なラグ

ランジアンファイブレーションの相対モジュライがモジュライの点に対応する層が可逆層であ

れば非特異であることを示した. 
 
研究成果の概要（英文）： We show that the base space of a Lagrangian fibration is a 
projective space if the source symplectic variety satisfies certain numerical conditions. We  
obtain the necessary and sufficient condition of existence of a Lagrangian fibration for all 
known examples. We also show smoothness of components of the relative moduli space of a 
Lagrangian fibration which parametrize invertible sheaves on each fibre. 
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１．研究開始当初の背景 
 
シンプレクティック多様体は代数多様体の

中で Calabi-Yau 多様体, Abel 多様体と並

んで局所平坦なものの構成要素の一部であ

ることは １９８０ 年代から認識されてい

たが, 高次元代数多様体の扱いが難しいこと

もあって 1990 年代後半までほとんど調べ

られてこなかった. その一方で 1997 年頃

から様々な現象が知られるようになり, この

クラスの多様体は具体例を構成するのが非

常に困難なこと, その一方でその構造に著し

い制限がつくことがわかってきた. 前者の具

体的な事例として 1980 年に微分同相でな

い二つの例が各次元に構成された後, 未だに

次元が 6,10  以外ではそれ以外の具体例が

知られていないことがあげられる. 後者の事

例としては, 現在知られている具体例で, 次
元が小さい多様体への写像は, 像である多様

体は必ず射影空間となり, ファイバーはラグ

ランジアン部分多様体となる, というものが

ある. そこで、 新しい具体例の構成方法はな

いか, またこれらの現象が一般のシンプレク

ティック多様体ではどの程度見られるか, と
いうのがシンプレクティック多様体の主要

問題として認識されていた. 
 
２．研究の目的 
 
本研究では次の三点を解明することを試み

た. 
（１）. 必ずしも非特異とは限らないシンプ

レクティック多様体に入るラグランジアン

ファイブレーションの底空間がどのように

特徴づけられるか？また底空間が非特異で

あるという条件下では何が言えるか? 
（２）. 既約シンプレクティック多様体で 

isotropic と呼ばれる数値的条件を満たす因

子があったとき, それの因子を用いてラグラ

ンジアンファイブレーションを構成出来る

か? 
（３） ラグランジアンファイブレーション

が与えられたとき, その双対ラグランジアン

ファイブレーションは構成出来るか？また

構成出来たとして元のラグランジアンファ

イブレーションとの関係はどのようなもの

になるか? 
 
３．研究の方法 
 
 ラグランジアンファイブレーションと関連

する研究は世界各地で行われているため,国

際研究集会に出席, 結果発表を行い, また

情報端末を購入してインターネットを通じ

た交流を行った. その他, 2010 年度をのぞ

き, 北海道大学と京都大学を会場として研

究集会を開催し, 国内外から研究者を招聘

し, 討論をおこなった. 

 
４．研究成果 

 

研究目的に記した三項目についてそれぞれ

得られた結果を述べる.  

（1）. 非特異とは限らないシンプレクティ

ック多様体で不正則数 q が 0 であり, シ

ンプレクティック形式が実質的に一つしか

ないものを考える. このような多様体に入

るラグランジアンファイブレーションで底

空間が非特異なものがあったとき, 底空間

は射影空間となる.また底空間が非特異でな

い場合は射影空間とならない例がある. 

（2）. 現在知られている既約シンプレクテ

ィック多様体は二つの例外を除き, K3 曲面

の Hilbert scheme あるいは Abel 曲面の 



Hibert scheme のアルバネーゼ写像のファイ

バーと変形同値となる. これらの多様体に

対し, 国内外の研究者の結果を合わせるこ

とで理想的な結果, isotropic な因子があれ

ば射影空間を底空間とするラグランジアン

ファイブレーションが因子の線形系から構

成出来ることを証明した. 

（3）. 非特異なシンプレクティック多様体

にラグランジアンファイブレーションが入

っており, 底空間が非特異とする. このと

き, 各ファイバーの上での可逆層のモジュ

ライは非特異であることを示した. このモ

ジュライをコンパクト化するとよじれ自由

な層に対応する点が境界にあらわれるため, 

その部分の特異性がどうなるかが, これか

らの課題である. 

1～ 3 の内容は機会があるごとに口頭発表

はしているが, 2010  年度に体調を崩し一ヶ

月半入院したため, 論文執筆が滞っている.  
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