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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、曲面上に埋め込まれたグラフ、マイナー操作に閉じたグラフに関するグラ
フ彩色問題に関して研究を行った。中でも以下の点について知見を得た。１．曲面上に埋め込まれたグラフに関するグ
ラフ彩色、リスト彩色問題。２．Hadwiger予想に対する最少反例に関する問題。
1に関しては、1.1）5リスト彩色性、1.2）三角形、四角形をふくまないグラフに関する３リスト彩色性、に対して、多
項式時間アルゴリズムを与えた。
２に対しては、Hadwiger予想に対する「最少反例」が存在したとすれば、０．２ｋ連結グラフである、ということを証
明した。

研究成果の概要（英文）：In this research, we have worked on graph coloring problem for 
1. graphs on a surface, and 2. minor-closed family of graphs. 
Concerning the first one, we give several algorithmic results. Namely. we give a polynomial time algorithm
 for deciding 5-list-colorability of graphs on a fixed surface, and for deciding 3-list-colorablity of gra
phs of girth five on a fixed surface. Concerning the second one,  we show that minimal-counterexample to t
he famous Hadwiger's conjecture is 0.2k-connected for the case k. This is the first step toward a chacteri
zation of such a minimal-counterexample. 
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１．研究開始当初の背景 
  
 グラフ彩色問題とは、頂点と辺からなるグ
ラフの点を彩色する際，互いに隣接しあう点
同士を異なる色に彩色するには何色が必要
となるか？という問題である．当問題は，ネ
ットワーク(グラフ)の分割や巨大なグラフの
解析する上で必要不可欠な理論であること
が古くから指摘されているが，計算理論の視
点では NP 困難のクラスに属し，一般的には
グラフの入力に対して，多項式時間で解くの
は非常に困難であると言われている．さらに
近年では多項式時間での近似さえ難しいこ
とが指摘されている．これはグラフ理論にお
ける非常に難解な予想，例えば Hadwiger 予
想や Tutte の Flow 予想等のほとんどがグラ
フ彩色問題に関連していることからも明ら
かである． 
グラフ彩色問題が難解な理由の一つは，グ
ラフを大域的に解析する必要があることに
ある．例えば Erdos の古典的なグラフの結果
では，グラフの最少サイクルの長さ（girth）
が任意に大きく，かつ彩色数が任意に大きく
なるグラフの例が挙げられているが，このグ
ラフは，ローカルには彩色数が２の「木」の
構造をしているにもかかわらず，大域的には
グラフの頂点数に依存する彩色数が必要な
のである．この例を見ても明らかな通り，グ
ラフの彩色数を決定するためには，グラフを
ローカルに捉えるだけでなく，大域的な解析
が必要不可欠なのである．グラフ彩色問題は
離散数学のみならず，アルゴリズム分野でも
中心的課題である． 
私は既に，難解なグラフマイナー理論をア
ルゴリズム設計へ非常に効果的に応用する
ことに成功している．その結果，多数の高速
アルゴリズムを開発し，平面グラフ，および
曲面上に埋め込まれたグラフに関するグラ
フ彩色問題アルゴリズム，マイナーに関して
閉じたグラフに関するグラフ彩色アルゴリ
ズム（FOCS’05, STOC’06（with E. 
Demaine and M. Hajiaghyai））などの論文
を発表してきた．ACM 計算理論国際会議
（STOC），IEEE 計算基礎理論国際会議
（FOCS），ACM-SIAM 離散アルゴリズム国
際会議（SODA）は，理論計算機分野におい
て最高峰の 3 大国際会議とみなされており，
これらの会議にグラフ彩色問題のアルゴリ
ズムが採用されることはきわめて稀である． 
当該研究はグラフ理論の中で最も難解な

分野に属すると言われており，離散数学分野
の中でも最も先端的な研究である．私は 2008
年 10 月にバンフ研究所（BIRS）において，
「グラフマイナー（Graph Minors）」に関す
るワークショップの組織委員として，全世界
の研究者を招聘し，最先端の研究成果の発表
と情報交換を行った．このワークショップに
おいて，グラフ構造の解析（特にマイナー操
作に関して閉じているグラフの族）と彩色問
題が今後の研究において主要なテーマにな

ることが確認された． 
  

２．研究の目的 
 
 近年，ある制限されたクラスのグラフにつ
いては，よい｢解答｣が得られることが明らか
となった．その中でも最も有名な定理が４色
定理である．４色定理とは平面グラフの場合
は４色で彩色が可能である，とする定理であ
り，120 年間未解決であった後，Appel と
Hakken によって 1977 年に解決された問題
である．この解決以降，グラフ彩色とあるグ
ラフのクラス，曲面上に埋め込まれたグラフ
や，マイナー操作に関して閉じているグラフ
についての研究が盛んに行われるようにな
り，当該分野の研究が盛んになりつつある．
特に近年ではグラフマイナー理論の登場に
より，グラフ彩色問題は当該分野の最先端の
研究分野に位置付けられている．しかし４色
定理の拡張予想である Hadwiger 予想や，曲
面上のグラフの 4色性の判定といった主要問
題は未解決である．両問題とも、グラフ構造
的解析とグラフ彩色の関連の理解不足が原
因である．本研究では，曲面上に埋め込まれ
たグラフ，マイナーに関して閉じているグラ
フに関するグラフ彩色問題に対して，グラフ
マイナー理論で用いられた手法を利用した
構造的解析とアルゴリズム開発を目指す． 
 
３．研究の方法 
 
 本研究では，４色定理の拡張予想である
Hadwiger 予想へのアプローチと，平面グラ
フを一般の曲面に拡張した彩色問題の研究
を行った．具体的な研究内容は以下の通りで
ある． 
(1) Hadwiger 予想のアルゴリズム的側面へ
の取り組み 

Hadwiger予想の Nが７より大きい場合に
ついては，現在のところ全く手がかりがない．
し か し 以 下 の ア ル ゴ リ ズ ム 的 問 題 が
Seymour によって提案されている．それは
「Hadwiger 予想の一般の場合は，グラフの
入力に対する多項式時間で決定可能である」
という命題である．この予想は「N 点の完全
グラフをマイナーとして含まないクラスの
グラフ」と「N-1 彩色が可能であるグラフの
クラス」の共通部分集合は，多項式で識別可
能だということを示唆している．この予想は
申請者が中心に行っているアルゴリズム的
グラフマイナー理論を応用して解決を試み
た．アルゴリズム的グラフマイナー理論の成
果として，マイナー操作に関して閉じている
グラフに関しては，グラフ彩色数に関して非
常に良い近似比の多項式時間アルゴリズム
が既に得られている．これらの証明手法を発
展させて，上記の問題解決に取り組んだ． 
 
(2) 曲面上のグラフの彩色問題の解決 
平面グラフ上での彩色問題については，４色



定理をはじめ様々なことが徐々に明らかと
なってきている．しかし「曲面上グラフでは、
平面グラフと彩色数がどの程度本質的に異
なるのか？」「平面と曲面での彩色数の違い
は何に起因するのか？」等々，未だ解決され
ていない問題も多い．私は，これらの問題に
取り組み，グラフマイナー理論を応用するこ
とによって，曲面上のグラフの彩色問題につ
いて解決を試みる． 
特に近年，私は Thomassen 氏との共同研

究を通して，３閉路も４閉路も含まない平面
グラフの分割問題に対して，一定の成果を治
めてきた．この結果を曲面上に拡張すること
により，曲面状のグラフ彩色問題の解決に大
きな進展を与えることが可能であると考え
る． 
 また Mohar 氏とは，グラフ彩色数の拡張
である「グラフ選択数」について継続して研
究を行っている．具体的には Thomassen の
グラフ彩色に関する深遠な結果「６彩色に関
して臨界的グラフは，有限個しか存在しな
い」というグラフ彩色に関する定理を，選択
数に拡張することを試みている． 
 
４．研究成果 
 
以下の 4点について研究成果を得た． 
 
(1) 平面グラフの分割問題とグラフの彩色問

題 
 
4 色定理は平面グラフの分割問題でもある.3
閉路も 4 閉路も含まない平面グラフで,同じ
ような分割問題が成り立つか?という問題を
Thomassen 氏とともに検討した.その結果「3
閉路も 4 閉路も含まない平面グラフは,独立
点集合と林に分割可能である」という定理を
導き出すことに成功した.この定理は,有名
な Grotzsch の「3閉路を含まない平面グラフ
は 3彩色可能である」とする定理の拡張であ
る.この定理の証明は,多項式時間のアルゴ
リズムを与える点で多くの研究に影響を与
えている.実際,グラフの彩色のみならず分
割も与える点において,この定理とそのアル
ゴリズムは大きなインパクトを与えている.
こ の 論 文 は 離 散 数 学 の 最 高 峰 の 雑
誌,J.Combin.Theory Ser.B に受理・掲載され
ている. 
 
(2) 曲面上のグラフの選択数問題 
 
選択数の問題は彩色数の拡張の概念であり,
近年多くの研究者から注目を集めている.特
に平面グラフでは 4 色定理とは異なり,選択
数が 4 にはならない平面グラフが存在し,そ
の場合,選択数が 5 になることが Thomassen
により証明されている.申請者と Mohar 氏は
この定理をさらに拡張し,閉曲面上でローカ
ルな平面なグラフでは,選択数が 5 であるこ
とを証明した.またさらに証明を拡張し,多

項式時間アルゴリズム的でグラフ彩色と選
択彩色を与えることも可能になった.この論
文は,2009年のSODAにおいても採用されてい
る. 
  
(3) Grotzsch の定理の拡張 
 
Grotzsch の定理とは，平面グラフにおいて、
三角形を含まなければ，3 彩色可能であると
する定理である。R.Thomas 氏と Z.Dvorak 氏
とともに、この定理の見通しの良い別証明を
与え、三角形を含まない平面グラフを 3彩色
する線形時間アルゴリズムを与えた． 
 
(4) グラフ細分を含まないグラフ彩色 
 
グラフ細分に関して閉じているグラフに関
するグラフ彩色問題に取り組み，多くの知見
を得た．具体的には，Kt(すなわち t 点の完
全グラフ)を細分として含まないグラフ上で
のグラフ彩色問題に取り組んだ．その中でも
得られた主定理は，このようなグラフは、t
の 2乗色を彩色数として必要とするかもしれ
ないが、アルゴリズム的には、彩色数+3t 色
のグラフ彩色を，多項式時間で得られること
を証明した． 
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