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研究成果の概要（和文）：コンピュータを使ったシミュレーションは、科学の発展に欠かせない

だけでなく、工業製品の設計や天気予報・自然災害の予知などで幅広く使われており、現代社

会を支える基盤技術となっています。この研究課題では、コンピュータで正確に実行できる整

数演算のみを使って、数値誤差の入らない新しいシミュレーション方法を構築しました。さら

に、この方法を使って簡単な物理系のシミュレーションを行い、実際にこの方法が有効である

ことを確認しました。 
 
研究成果の概要（英文）：Computer simulation is not only indispensable for the development 
of modern science, but also widely used in many areas, for example, for developing 
industrial products, forecasting weather as well as predicting natural disasters. In this 
study, we developed a new method that allows us to perform accurate simulations. The 
novelty of this method is that it incorporates integer arithmetic, to avoid numerical errors. 
Moreover, we applied this method to simulations of simple physical systems, and verified 
the validity of the method. 
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１．研究開始当初の背景 
カオス現象は、自然科学や工学に限らず、社
会科学をも含む広範な分野の対象で現れ、今
日それらの研究にはデジタル計算機を使っ
たシミュレーションが欠かせないものとな
っている。シミュレーションの正確さが、そ
のような研究の正当性を左右する重要な要
素となるが、その一方で、計算機を使って、
誤差のない、真のカオス軌道を生成するのが

非常に困難であることもよく知られている。
この理由として、離散時間力学系を考える場
合には、以下の２点が挙げられる。 
(1) 数値計算で通常使用されている倍精度

浮動小数点数のような固定精度の数の
表現を使用すると、丸め誤差が入るため、
真のカオス軌道を生成することはでき
ない。また、固定精度（固定ビット長）
のため、表現できる数の集合が有限とな
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り、原理的には軌道が最終的に周期的に
なる。これらの点から、固定精度の数表
現は、そもそもカオスの基本的な性質
（初期値鋭敏性や非周期性）と相容れな
いと言える。それでも、通常、系の巨視
的・定性的な性質は保たれるという想定
のもと、浮動小数点数を用いたカオス現
象のシミュレーションが広く行われて
いる。しかしながら、例えば、open flow 
system のように、固定精度の数表現の
使用が、系の巨視的・定性的な性質まで
壊してしまう（本来の系にはない人工的
挙動が現れる）例も知られている。 
[Kaneko, 1985]、[Yamaguchi, 1997]。 

(2) 計算機は整数演算（よって有理数の四則
演算）を誤差なしで実行することができ
る。数の表現として有理数、写像として
有理数の四則演算のみで構成されてい
る写像（例えば有理数パラメータのロジ
スティック写像）を選ぶことにより、原
理的には誤差なしの真軌道を生成する
ことができる（初期値も有理数にとる）。
本研究課題開始以前にも、研究代表者は
この方針のもとに、真軌道の生成に関す
る研究を行った [Saito, 2006]。しかし、
この場合にも、次の問題点があることが
わかっている。 
① ロジスティック写像のように変数

同士の積を含む写像では、変数の分
母分子の桁数が急速に巨大になり
（ステップ数に対して桁数が指数
関数的に増加）、数十ステップ程度
しか真軌道を生成することができ
ない。 

② 区分的線形写像や区分的一次分数
写像のような変数同士の積を含ま
ない写像では上で述べた計算コス
トの問題は起きないが、特殊な（典
型的でない）真軌道しか生成できな
いという危険性がある（例えば、ベ
ルヌイ写像では初期値を有理数に
とると軌道は最終的に周期的にな
る）。 

以上より、変数同士の積を含まない区分的一
次分数写像（区分的線形写像を含む）では、
整数演算を用いた真軌道の生成が期待でき
るが、その場合にも、数の表現として有理数
表現が不適切であることがわかる。この点を
ふまえて行った、本研究課題の予備的研究で
は、以下の２つの結果を得ている。 
ⅰ 数として３次無理数を用いて、１次元の

区分的一次分数写像の真軌道を生成す
ることに成功した [Saito, 2008]。 

ⅱ 区分的一次分数写像の真軌道生成に使
用できる数表現は、３次無理数以外にも
多数存在し、その中には、３次無理数を
使う方法よりも容易に真軌道を生成で

きるものもあることがわかった。 
予備的研究では１次元の離散時間力学系の
真軌道の生成しか行えていないが、区分的一
次分数写像の場合と区分的線形写像の場合
とでは困難さが異なることが予想されるも
のの、より高次元の離散時間力学系に対して
も、整数演算に基づく真軌道の生成法が確立
できると期待できる。 
 なお、この方法は、通常のカオス力学系だ
けでなく、例えば 1/f スペクトルを示すよう
な、通常のカオスとは異なる特異な力学系の
軌道生成にも極めて有効なことが、予備的研
究から明らかになっている。 
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２．研究の目的 
研究の全体構想としては、区分的一次分数写
像（区分的線形写像を含む）の真軌道生成法
を、一般の次元の場合も含めて、確立するこ
とを目指している。さらに、この方法を基に、
真軌道を使った誤差なしのシミュレーショ
ンによるカオス現象の解析や、将来的には真
軌道のカオス情報通信（暗号通信など）への
活用も、目指している。 
このような全体構想の第一歩として、本研究
課題では、区分的一次分数写像に関しては２
次元まで、区分的線形写像に関しては一般の
次元まで、整数演算に基づく真軌道の生成法
を確立することを、当初の目的としていた。
特に、本研究課題では真軌道生成法を理論的
に構成するだけでなく、実際にこの方法が有
効であることを、物理的に意味のある系（２
次元近可積分系など）に適用して確認するこ
とも、目的としていた。 
さらに、この方法によって最も研究の発展が
期待できる対象である、通常のカオスとは異
なる特異性を示す力学系（学習・適応制御系
など）の研究を併せて行うことも、目的とし
ていた。 
 
 
３．研究の方法 
(1) ２次元区分的線形写像の真軌道生成： 

２次元区分的線形写像の真軌道生成法
を構築する上で必要となる、数表現およ
び区間（領域）の判定法の検討を行った。 
また、構築した真軌道生成方法の有効性
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を、２次元区分的線形写像としてよく知
られているアーノルドの猫写像などで
確認した。 

(2) ２次元区分的一次分数写像の真軌道生
成： 
２次元区分的線形写像の真軌道生成法
を、２次元区分的一次分数写像の場合に
拡張した。 
また、２次元区分的一次分数写像の真軌
道生成法の有効性を、Jacobi-Perron 
Algorithm に伴う写像などで確認した。 

(3) 真軌道生成法の NIO 現象への応用： 
真軌道生成法を TWFS 写像に用いること
により、誤差無しの Noise-Induced 
Order 現象（NIO 現象）のシミュレーシ
ョンを行った。 

(4) 真軌道生成法の Hamilton 系への応用： 
標準写像の２次元区分的線形写像版を
構成して、それに真軌道生成法を用いる
ことにより、誤差無しの Hamilton 系の
シミュレーションを行った。 

(5) 通常のカオスとは異なる特異性を示す
力学系： 
通常のカオスとは異なる特異性を示す
力学系として、適応遅延フィードバック
制御系を対象に研究を行った。 

 
 
４．研究成果 
(1) ２次元区分的線形写像の真軌道生成： 

２次元平面の点を整数係数の連立３次
方程式の解で指定する場合には、グレブ
ナー基底を用いる区間判定法が有効で
あることが明らかになった。この結果に
基づいて、２次元区分的線形写像の真軌
道生成法を構築した。実際に、確立した
２次元区分的線形写像の真軌道生成法
を、パイこね変換，アーノルドの猫写像，
Double dragon 写像に適用し、その有効
性を確認した（図１）。 
また、連立３次方程式の整数係数以外の
数表現を用いた場合にも、２次元区分的
線形写像（例えば、パイこね変換）の真
軌道生成に成功した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図１: アーノルドの猫写像の真軌道 

(2) ２次元区分的一次分数写像の真軌道生
成： 
２次元区分的線形写像の真軌道生成法
を拡張することにより、２次元区分的一
次分数写像の真軌道生成法を構築した。 
実際に、構築した２次元区分的一次分数
写像の真軌道生成法を、Jacobi-Perron 
Algorithm および Modified 
Jacobi-Perron Algorithm に伴う写像に
適用し、その有効性を確認した（図２）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図２: Jacobi-Perron Algorithm に伴う
写像の真軌道 
 
 

(3) 真軌道生成法の NIO 現象への応用： 
真軌道生成法を TWFS 写像に用いること
により、誤差無しの Noise-Induced 
Order 現象（NIO 現象）のシミュレーシ
ョンが可能であることを確認した。また、
従来の方法では不可能だった極小スケ
ールでの分岐図の描画が可能であるこ
とも確認した。さらに、Doi によって提
唱された“アトラクタ平均化仮説”の検
証も行った（図３）。特に、Doi の行っ
たシミュレーションにおいて数値誤差
によるNIO現象が現れなかった理由を明
らかにした。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図３: NIO現象を説明するTWFS写像の分
岐図 
 
 

(4) 真軌道生成法の Hamilton 系への応用： 
標準写像を近似するように２次元区分
的線形写像を構成して、それに真軌道生
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成法を適用することにより、誤差無しの
Hamilton 系のシミュレーションを行っ
た。 
KAM トーラスの崩壊やカオス領域の拡大
などの標準写像でよく知られている結
果を、構成した写像で再現できることが
確認できた（図４）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図４:最終 KAM トーラス崩壊後の相空間
の構造 
 
 

(5) 通常のカオスとは異なる特異性を示す
力学系： 
適応遅延フィードバック制御系の力学
系的特異性を明らかにした（図５）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図５: 適応遅延フィードバック制御系
の力学系的特異性を示すパラメータ空
間上のダイナミクス 
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