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研究成果の概要（和文）： 
ゼータ関数とは, リーマンゼータ関数を原型とするある特殊関数の一群を指し, 数学の諸分野
で重要な役割を果たす. 本課題では,  数論に関係するゼータ関数について, その解析接続, 零
点・極の分布に関する研究を行った. その成果として, 数論的ゼータ関数の解析的性質と現代
的な調和解析の新しい結びつきが得られたほか, リーマンゼータ関数の直接的一般化である高
階ゼータ関数の零点分布に対して新しい結果が得られた.  
 
研究成果の概要（英文）： 
Zeta functions are a group of certain special functions having its origin in the Riemann 
zeta function. They play important roles in various fields of mathematics. In this 
research project, we studied about important analytic properties of arithmetic zeta 
functions like analytic continuations and distributions of thier poles and zeros. As the 
results, we established a new bridge between analytic properties of zeta functions in 
number theory and modern harmonic analysis, and obtained new results on the distribution 
of zeros of so-called high-rank zeta functions which are direct generalizations of the 
Riemann zeta function. 
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１．研究開始当初の背景 
数論的ゼータ・L 関数とは，数論に由来する
特定のデータを用いて定義され，かつ，幾つ
かの標準的な性質を満たす（或いは満たすと

予想される）特殊関数の通称である．代表的
な例として，保型 L 関数（保型表現の L 関
数），Artin L 関数（Galois 表現の L 関数），
数論的スキームのゼータ関数等が挙げられ
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る．古典的な Riemann ゼータ関数，Dirichlet 
L 関数，Dedekind ゼータ関数等がこれらの
原型となっている．多くの場合，ゼータ関
数・L 関数はその定義に用いられたデータに
関する様々な深い性質を，自身の解析的性質
として表現する．したがって，ゼータ関数の
解析的性質を探ることは重要かつ興味ある
問題であり，その為これまで多くの研究がな
されてきた．数論的ゼータ関数の解析的性質
についてまず問題となるのは, それの 
（１）（有理型）解析接続と関数等式 
である．通常，数論的ゼータ関数は，アプリ
オリにはある右半平面上でしか定義されな
いからである．つぎに問題となるのが，解析
接続された数論的ゼータ関数の極の分布と 
（２）零点の分布 
である．特に零点の分布は最も重要な数論的
性質と密接に関係しており，その深い数論的
性質を反映して特別な分布を取ると予想さ
れている．これには Riemann予想と呼ばれる
零点の実部に関するものと， Montgomery・
Odlyzko の相関予想を始めとする零点の虚
部に関するものが挙げられる． 
 
２．研究の目的 
前項のような背景に対し，本研究課題では幾
何学的な観点から新たな対象を考察する事，
および新たな手法の導入を試みることによ
り（１）解析接続と関数等式，（２）零点の
分布，という２つのテーマに対して, その構
造や成り立ちの新側面を捉える事を目的と
して開始された． 
（１）について，近年最も盛んに研究され，
かつ成功を収めている方針は，研究対象とす
るゼータ関数・L関数を保型 L 関数の理論に
結びつける事である．この方針は強力な指導
原理の一つではあるが，この方針に従う限り，
解析接続と関数等式の証明に多くの課題が
残されているケースも少なくない．これに対
し本研究課題では，これとは全く異なる方針
を幾何学的な視点から新たに提示すること
を目的の一つとしていた． 

一方、先に述べたように，（２）はゼータ
関数に関する最も深い性質と考えられてお
り，これまで数多くの研究が成されてきた．
それにもかかわらず，これについては未だに
謎に満ちた部分が多く，Riemann 予想のよう
な有名な予想であっても，それを裏付ける理
論，もしくは哲学は少なかった．これはある
意味で，今までの理論や手法には限界がある
事を示しており，新たな試みの必要性を示唆
していた．特に，零点分布に関して幾何学的
な視点から試みられた研究・手法は多くなか
った．これらを踏まえて，本研究課題では，
ゼータ関数の零点分布に幾何学的対称性が
どのように関係しているのかを探る事も目
的の一つとしていた． 

 
３．研究の方法 
（１）について研究を進めるにあたり，本研
究課題では，I. Fesenkoによって近年提示さ
れた「数論的スキームのゼータ関数の研究に
高次元アデール上の調和解析を用いる」とい
う手法に着目した．これは岩澤・Tateによる
古典的手法の一般化となっているが，高次元
アデール上の積分論が従来は整備されてい
なかったため，Fesenko以前には行われてい
なかった方針である．彼の理論を用いると，
数論的スキームのゼータ関数はゼータ積分
と呼ばれるある高次元アデール空間上のフ
ーリエ積分として捉えられ，解析接続や関数
等式の問題が，その積分の境界項と呼ばれる
部分の性質に還元される．本研究課題ではこ
の境界項の性質を調べる事を通して，より一
般のゼータ関数の解析接続や関数等式につ
いて考察することを行った． 
（２）について研究を進めるにあたり，本研
究課題では, 近年 L. Wengにより導入された
高階ゼータ関数と, 簡約代数群 Gの各極大放
物部分群 Pに対して定義されるゼータ関数に
着目した（これを以下では(G,P)のゼータ関
数と呼ぶ）. 高階ゼータ関数は，代数体に対
して定義される 古典的な Dedekind ゼータ
関数が，幾何学的視点からは Arakelov 直線
束のモジュライ空間を用いて記述されるこ
とを背景に, それを高階数の Arakelov ベク
トル束のモジュライ空間に対して自然に一
般化することにより定義される．（この一般
化の際にはベクトル束の安定性の概念が重
要である．）この由来により, 高階ゼータ関
数は Dedekind ゼータ関数を階数 1 の場合と
して含む．(G,P)のゼータ関数はこの高階ゼ
ータ関数の研究から自然に派生した対象で
あり, Gを特殊線型群 SL(n) とし Pを Gのあ
る極大放物部分群とした場合は, 高階ゼー
タ関数に一致する．(G,P)のゼータ関数につ
いては， 
・いくつかの特別な場合では Riemann予想が

証明されている． 
・簡約代数群に由来する抱負な対称性（Weyl
群による対称性）を持っている． 

という著しい特徴がある．本研究課題ではこ
れらの性質を手がかりに，一般の（G,P）の
ゼータ関数の零点に対する研究を行った． 
 
４．研究成果 
(1)に関する成果として，まず雑誌論文③が
挙げられる．これは高次元アデール上の調和
解析の創始者である I. Fesenko と, 解析的
整数論の専門家である G. Ricotta との共同
研究で，数論的スキームのゼータ関数とは限
らないより一般のゼータ関数に対して，その
解析接続と関数等式に関する問題を，関数解
析における平均周期性の概念と結びつけた



ものである．平均周期性と似た概念として概
周期性というものがあるが，概周期性と異な
り，平均周期性が数論またはゼータ関数の理
論と関連付けられて論じられたことはこれ
まで殆ど例がなく，これは全く新しい方向性
を提示する画期的な成果であった．実際，講
演や論文での発表後には幾人かの著名な数
論研究者から問い合わせがあり，今後の展望
に関して重要な示唆が幾つも得られた．特に
数論の大家の 1人である P. Sarnakから示唆
された斜交形式との関連は，解析接続と関数
等式の問題を超えて，（２）の零点分布とも
関連しており非常に興味深く，今後の課題の
一つである． 
少し話を戻すと，雑誌論文③の結果は当初，

数論的スキームのゼータ関数のゼータ積分
表示における境界項の被積分関数が平均周
期性を持つ事が，数論的スキームのゼータ関
数が解析接続と関数等式を持つ事とほぼ同
値であるという結果として得られた．しかし
研究を進めるに連れ，それはより一般のゼー
タ関数に対して拡張可能である事が判明し，
最終的に雑誌論文③で発表したような成果
となった．この結果は数論的ゼータ関数の理
論と平均周期性の概念を結びつけた事が主
眼の一つだったが，より専門的には，数論的
ゼータ関数と関連すべき平均周期性の条件
を詳細に論じた箇所が重要である． 

一般に平均周期性の概念は，それに関連し
た関数空間（とその位相）をどの様に設定す
るかに強く依存している．これに対して，雑
誌論文③では数論的ゼータ関数と関連すべ
き関数空間がどのようなものであるべきか
も論じており，これにより数論的ゼータ関数
と平均周期性の概念の関連性がより明確な
形で提示されたと言える． 

一方，雑誌論文③では，数論的ゼータ関数
と平均周期性の概念を結びつける補助関数
が，数論的ゼータ関数の極や零点の分布とい
かに結びつくか，という点についても扱った．
これは（２）と関連する．これについて，特
に楕円曲線の L関数についてより詳しく論じ
たのが雑誌論文⑥の成果である．ここでは先
に述べた補助関数の高階導関数がある種の
正値性を持つ事が，楕円曲線の L 関数の
Rieamann 予想の``十分条件”となっている
事を述べている．この結果を Fesenkoの既知
の結果と合わせると，上記の補助関数の高階
導関数の正値性と, 楕円曲線の L 関数の
Riemann 予想がほぼ同値であるという結果が
得られる．これに関する更なる考察が以下の
（３）の成果へと繋がってゆく． 
 
(2)に関する成果は学会発表⑤, ⑧, ⑪～⑬
を通じて論文にまとめられ現在海外専門誌
投稿中であるが，研究代表者のホームページ
でも以下の通り公開されている： 

http://www.math.titech.ac.jp/~msuzuki/w
rh_gp.pdf 
この成果は関数論・ゼータ関数論の専門家で
ある H. Ki，および Lie 環・数理物理などの
専門家である小森靖との共同研究であり,有
理数体上定義された半単純代数群 Gとその極
大放物部分群 P について, (G,P)のゼータ関
数が弱い Riemann予想を満たす事を述べたも
のである．弱い Riemann予想とは, 当該のゼ
ータ関数の零点が，有限個の例外を除いて関
数等式の中心線上にある事を指す．この結果
は G が特殊線形群の場合，極大放物部分群 P
を適切に選べば, (G,P)のゼータ関数が高階
ゼータ関数（ゼータ関数の原型である
Riemann ゼータ関数の自然な一般化）となっ
ていることを想起すれば非常に興味深い．実
際, (G,P)のゼータ関数の視点からは，ゼー
タ関数の原型である Riemann ゼータ関数は
``SL(1)のゼータ関数”と見なせる． 
 この結果を導くに際しては, (G,P)のゼー
タ関数の関数等式と，代数群 Gに付随するル
ート系および Weyl 群に深い関係があること
を見抜いた小森靖の成果(Amer. J. Math. に
掲載予定)と, N.G. de Bruijn のフーリエ積
分の零点に関する結果（1950）をある特別な
（G,P）のゼータ関数の零点分布の研究に応
用した H. Kiの手法(IMRN, 2010)を著しく発
展させた形で用いる事により成された．実際, 
上記の URL にある論文の結果を導くために，
我々は Gに付随するルート系の構造に関する
新しい結果を導くことを必要とした．このル
ート系の構造に関する成果は，本研究課題の
研究代表者と小森靖が得た成果である． 
 更に，この（G,P）のゼータ関数の零点分
布に関する研究を通じて，簡約代数群の放物
部分群の構造が零点分布と密接に関連して
いる事が明らかになり，これは代数群の構造
に関する新しい研究を触発した（例えば L. 
Weng, General Uniformity of Zeta Functions，
http://arxiv.org/abs/1209.4515など）． 
 
(3) 本研究課題における(1)と(2)に関する
研究を通じて, これらを研究するためには，
ある種のモデル空間の理論を利用するのが
有効であることが判明した．モデル空間とは, 
ある半群の作用で不変な関数空間の一種で
あり, 特に再生核ヒルベルト空間であると
いう著しい性質をもつ．上記を踏まえて，本
研究課題では, 完備化されたゼータ関数の
微小変形（平行移動）を用いて生成される, 
ある種のモデル空間の族を扱うことをも行
った．これらのモデル空間たちは, その要素
たちが全て複素平面上で有理型であるとい
う更に良い性質を持っている． 

最初の成果として，上で述べたようなモデ
ル空間を研究するに際しては, ゼータ関数
のある微小変形の比を用いて定義される, 



ある重み付き級数(の族)を積分核とするハ
ンケル型の積分変換(の族)を用いるのが有
効である事を明らかにした．これを応用して, 
我々はゼータ関数の一般 Riemann予想と, 上
で述べた（積分変換の核として扱われる）重
み付き級数の平均的な漸近挙動がある種の
単調性を持つ事が同値であるという結果を
得た（雑誌論文⑤）． 
この最初の成果を受けて, 本研究課題で

はモデル空間に対する研究を更に推進した．
一般に，モデル空間には正準系と呼ばれる線
形常微分方程式の族が対応し, モデル空間
の性質は正準系のハミルトニアンと呼ばれ
る量の性質に反映される．雑誌論文⑤などで
は，ゼータ函数のある微小変形の比にあるモ
デル空間を対応させ, そのハミルトニアン
を詳しく研究したのだが, 厳密な成果を得
るには微小変形のパラメータの大きさに制
限を付ける必要があった．この問題点を解消
するために，ゼータ函数のある積分表示を利
用することを行った．より具体的には,ゼー
タ関数のある積分表示を有限リーマン和で
近似し, その有限リーマン和の変数変換か
ら得られる多項式に対して，適当なモデル空
間と，それに付随する正準系のハミルトニア
ンを考察することにより, もとのゼータ函
数のハミルトニアンを計算することを試み
た．当初はこれをゼータ函数の微小変形に対
して行っていたが, 間もなくこの手法は微
小変形を施す前の元のゼータ函数に対して
直接行う方がシンプルで無駄がないことが
判明した． 
ここまでの(3)に関する成果のまとめとし

て，学会発表③などを行った．これについて
は学会参加者から会期中，もしくは会期後に
様々なコメントが寄せられ，今後の研究に対
する示唆がいくつも得られた．  

この発表の前後，同様の手法によって, 自
己相反多項式と呼ばれる実係数多項式一般
に対して, ハミルトニアンを具体的に書き
下せるような正準系を対応させられること
が判明し, 自己相反多項式の根の分布と正
準系のハミルトニアンを対応させるという
新しい知見を得ることができた（学会発表①，
③，④）．この成果は，有限体上定義された
代数曲線のゼータ関数がある種の自己相反
多項式とみなせることから，それらの研究に
ついても応用があることが期待される． 
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