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研究成果の概要（和文）：本研究では、コンフォーマル超代数の表現とその応用に関する研究を

行い、以下の成果を得た。 
1. コンフォーマル超代数に部分代数として含まれるヴィラソロ代数の表現論は、コンフォー

マル超代数の表現を研究する上でも重要である。本研究では、リヨン大学の庵原氏との共

同研究として、ヴィラソロ代数の表現論の基礎事項をまとめた専門図書を出版した。 
2. コンフォーマル超代数と密接な関わりを持つカッツ・ムーディー超代数について、特異ベ

クトル公式に関する研究を行った。 
 
研究成果の概要（英文）：In this research, we obtained the following results concerning 
conformal superalgebras: 
1. The Virasoro algebra is contained in conformal superalgebras as a subalgebra, and it 

plays important roles in the representation theory of conformal superalgebras. We 
publish a book correcting basic results in the representation theory of the Virasoro 
algebra in collaboration with K. Iohara (Lyon Univ.). 

2. A close relation between a conformal and a Kac-Moody superalgebras is known. We 
study the singular vector formula for some Kac-Moody superalgebras. 
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1. 研究開始当初の背景 	
 コンフォーマル超代数とは、ヴィラソロ代

数の超リー代数への拡大として得られる無限
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次元超リー代数であり、その表現論は共形場

理論等の数理物理学で重要な役割を果たす。	
 

	
 コンフォーマル超代数の重要な特徴の一つ

として、ヌブ・シュワルツセクターやラモン

ドセクター等のセクターの存在がある。例え

ばコンフォーマル超代数を対称性に持つ共形

場の理論では、いくつかのセクターがまとま

って理論全体が構成される。そのため数理物

理学への応用を考慮すると、セクターを限定

する事なく、コンフォーマル超代数の表現論

を調べる事は重要である。	
 

	
 コンフォーマル超代数の表現論は、頂点作

用素超代数の理論を用いて取り扱いが可能で

ある。但し正確には、頂点作用素超代数とし

て取り扱いが可能であるのはヌブ・シュワル

ツセクターの表現のみであり、他のセクター

の表現はヌブ・シュワルツセクターの「ツイ

ストされた加群」(ツイストセクター)として

理解される。しかしながらヌブ・シュワルセ

クター以外のセクターの表現論に関しては、

ほとんど研究が行われていないこともあり、

ツイストセクターも含めて研究された頂点作

用素超代数の例はほとんど知られていなかっ

た。	
 

	
 そこで研究代表者（古閑）は、リヨン大学

の庵原謙治氏との共同研究において、最も基

本的なコンフォーマル超代数である	
 N	
 =	
 1	
 超

ヴィラソロ代数の表現論に関する研究を行い、

その結果を用いて	
 N	
 =	
 1	
 超ヴィラソロ代数を

対称性とする共形場理論のフージョン則を決

定した[雑誌論文①]。N	
 =	
 1	
 超ヴィラソロ代

数の既約最高ウェイト表現から構成される頂

点作用素超代数は、ヌブ・シュワルセクター

セクター以外のツイストセクターも込みでフ

ージョン則が決定されている（数少ない）例

となっている。従って今後の課題は、N	
 =	
 1	
 超

ヴィラソロ代数以外のコンフォーマル超代数

の表現論の解明およびその応用となる。	
 

 
 
2. 研究の目的 
	
 上述の背景をふまえて、本研究では以下の
二つの研究目的を設定した。 
	
 第一の研究目的は、コンフォーマル超代数
の表現論を研究する上で必要不可欠な、ヴィ
ラソロ代数の表現論に関連する。ヴィラソロ
代数の表現論に関しては、既に３０年以上の
研究の歴史があり、多くの成果が得られてい
る。しかしながら、本研究課題開始以前には、
文献的に散逸した状態で、また重要な文献の
中にも証明の細部に不完全な記述を含むも
のも見られた。そのため本研究では、（例え
ばヴィラソロ代数の表現論を専門としてい
ないような数学者にも）ヴィラソロ代数の表

現論全体を概観できるような文献を準備す
る事を、研究目的の一つとして設定した。こ
のような文献は、今後コンフォーマル超代数
の表現論の研究を効率的に行うためにも重
要であると思われる。 
	
 第二の研究目的は、本研究課題のタイトル

のコンフォーマル超代数に関連するものであ

る。通常(超)	
 リー代数の表現論において、既

約最高ウェイト表現の指標の決定は、中心課

題の一つであり、そのためにはヴァーマ加群

と呼ばれる誘導表現が重要な役割を果たす。

共形場理論への応用を考慮した場合、ヴァー

マ加群の構造の決定は主要なステップである

がそれだけでは不十分であり、ヴァーマ加群

の特異ベクトル(極大部分加群の生成系)	
 の

具体形に関する情報(特異ベクトル公式)	
 も

重要となってくる。そこで本研究では、N	
 =	
 1	
 

超ヴィラソロ代数の次に基本的なコンフォー

マル超代数である	
 N	
 =	
 2	
 超ヴィラソロ代数に

関し、ヴァーマ加群の構造の決定とその特異

ベクトル公式の導出を目指した研究を行う事

とした。	
 

 
 
３．研究の方法 
	
 第一の研究目的の達成のため（庵原謙治氏
との共同研究として）ヴィラソロ代数の表現
論の基礎事項をまとめた図書を執筆する。 
	
 第二の研究目的で述べた N	
 =	
 2	
 超ヴィラソ
ロ代数の表現論に関しては、[雑誌論文①]	
 
で用いた	
 N	
 =	
 1	
 超ヴィラソロ代数の場合の
手法を直ちに適用する事が困難な部分もあ
る。そこで本研究では,	
 ある圏同値(量子化
されたドリンフェルド・ソコロフ簡約化と呼
ばれる)	
 を通して、問題の一部をカッツ・ム
ーディー超代数の表現論に帰着させる。より
具体的には以下の３つのステップにより研
究目的の達成を目指す。	
 
①	
 カッツ・ムーディー超代数のヴァーマ加

群の特異ベクトル公式の記述に必要な
一般論（エンライト関手など）について
準備する。	
 

②	
 ステップ１の結果を用いて、N=2	
 超ヴィ
ラソロ代数と関連する超リー代数であ
るアフィン	
 (2¦1)	
 型特殊線形超リー代
数のヴァーマ加群の構造を調べる。	
 

③	
 ステップ２の結果と上述の圏同値を用
いて研究目的欄で述べた	
 N=2	
 超ヴィラ
ソロ代数のヴァーマ加群の構造につい
て調べる。	
 

但し、本研究は元々４年間の研究期間を予定
していたこと、及び第一の研究目的の達成を
優先させた事から、研究期間内には上述のス
テップのうち、①までしか着手できなかった。	
 
	
 
	
 



 

 

４．研究成果	
 
以下、雑誌論文及び図書として、本研究課題
の実施期間に発表した論文および図書の内
容について述べる。	
 
	
 
〔雑誌論文①〕Fusion algebras for N=1 
superconformal field theories through 
coinvariants II+1/2: Ramond sector 
この論文では、以前に得られていた N	
 =	
 1	
 超
ヴィラソロ代数のヴァーマ加群に関する結
果をもとに	
 N=1	
 ヴィラソロ超代数の特異ベ
クトル公式とその応用を述べた。ここで用い
た手法は本研究課題にも有効であると思わ
れる。しかしこの論文の研究内容の大半は、
本研究課題以前に得られていたものである
ので、論文内容はここではこれ以上詳しくは
述べない。	
 
	
 
〔雑誌論文②〕 Note on spin modules 
associated to Z-graded Lie superalgebras 
通常のヴィラソロ代数の場合、インターメデ
ィエイト系列と呼ばれるウェイト部分空間
の次元がすべて１次元で構造が簡明な表現
から、半無限積を考える事でより複雑な構造
を持つフォック加群が構成される。しかしな
がら超リー代数の場合、表現の半無限積によ
り表現が構成できることは自明ではない。こ
の論文では、コンフォーマル超代数を含むよ
うな広いクラスの超リー代数について、ヴィ
ラソロ代数の場合のインターメディエイト
表現に類似の構造の簡明な表現から、半無限
積を考察する事により、より複雑な構造の表
現が構成できる事を示した。 
 
[ 図 書 ] Representation Theory of the 
Virasoro algebra, 
コンフォーマル超代数はヴィラソロ代数の
超リー代数としての拡大であるため、その表
現論の研究には、ヴィラソロ代数の表現論が
必要不可欠である。また、ヴィラソロ代数は、
共形場理論のみならず数理物理学の様々な
分野でも大変重要な役割を果たしている。こ
の図書では、ヴィラソロ代数の表現論の中か
ら特に重要だと思われるテーマを選び、その
証明も含めて詳述した。具体的な内容は、 
①	
 ヴィット代数とその普遍中心拡大 
②	
 ウェイト部分空間の次元が有限次元と

なる既約表現の分類 
③	
 ヴァーマ加群の構造 
④	
 フォック加群の構造 
⑤	
 ヴィラソロ代数の頂点作用素代数 
⑥	
 ユニタリ表現 
また同時に 
①	
 ホモロジー代数の基礎事項 
②	
 既約表現の分類に必要な正標数の体上

のリー代数の表現論 
③	
 ヴァーマ加群やフォック加群の表現論

を展開する為に必要となるヤンツェン
フィルターの基礎事項 

④	
 頂点作用素代数の基礎事項 
などについてもまとめた。 
	
  
	
 研究目的欄で述べた第二の研究目的に関
連する研究成果は、本課題の研究期間内に学
術雑誌に発表する事はできなかったが、ここ
でその成果についても述べておく。	
 
	
 研究方法欄で述べたように、コンフォーマ
ル超代数の表現の圏と、アフィンカッツ・ム
ーディー超代数の表現の圏の間の圏同値が
存在する事が知られている。そこで一般のカ
ッツ・ムーディー超代数のヴァーマ加群の構
造の解明を目的に以下の研究を行った。	
 
①	
 スーパー版２項係数と呼ぶべきものを

導入し、その性質を調べた。	
 
②	
 ①を用いて、等方的でない（長さが０で

ない）ルートに対して、エンライト関手
と呼ばれる表現の圏の間の関手を構成
した。なおその構成には、非可換な環の
局所化を用いる。	
 

③	
 ②の関手を用いて、ヴァーマ加群の間の
準同型写像の一意性を、等方的なルート
を含まないようなカッツ・ムーディー超
代数の場合に示した。	
 

④	
 通常のカッツ・ムーディー代数の場合に
マリコフ・フェイギン・フックスにより
与えられた、シュバレー生成元の複素数
ベキを用いた特異ベクトル公式につい
て、エンライト関手を用いた解釈を（カ
ッツ・ムーディー代数および等方的なル
ートを含まないようなカッツ・ムーディ
ー超代数の場合に）与えた。	
 

現時点では、上記で得られた結果の大部分は、
超リー代数を等方的なルートを含まないよ
うなカッツ・ムーディー超代数に制限してい
る。コンフォーマル超代数の研究には、等方
的なルートをもつカッツ・ムーディー超代数
の表現論が重要であり、それに関しては今後
の課題である。なおこの研究もリヨン大学の
庵原氏との共同研究であり、現在論文を学術
雑誌に投稿中である。	
 
	
 
最後に、本研究課題の研究目的の達成状況を
簡単にまとめる。	
 
①	
 第一の目的に関しては、[図書]にある学

術書の出版により研究目的が達成され
たと考えている。	
 

②	
 第二の研究目的に関しては、第一の研究
目的である学術書の準備に予定してい
たよりもかなり多くの時間がかかって
しまったこと、及び、本研究は、申請時
は４年の研究期間を予定していたとい
う理由から、成果が上がったのは、研究
方法欄で述べた第１ステップの部分の
みであった。	
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