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研究成果の概要（和文）：もっとも主要な成果を記す．まず非自明なインスタントンを持たない，

向き付き完備４次元リーマン多様体を構成した．３次元球面と直線の直積空間上における，曲

率を一様に抑えた反自己双対接続のモジュライ空間の局所平均次元と接続のエネルギー密度と

の関係を表す評価式を得た．ブロディ曲線のなす空間の平均次元と曲線のエネルギー密度との

関係を表す評価式を得た．特にターゲットがリーマン球面の場合には平均次元をエネルギー密

度を用いて表す厳密公式を得た． 
 
研究成果の概要（英文）：I concentrate on the most important results. I constructed an 
example of oriented complete Riemannian 4-manifolds having no non-trivial instanton. We 
studied moduli spaces of ASD connections whose curvatures are uniformly bounded over 
the product space of 3-sphere and the line. We got an estimate relating their local mean 
dimension to the energy densities of connections. We got an estimate relating a mean 
dimension of the space of Brody curves to the energy densities of curves. In particular we 
got an exact formula which represents the mean dimension by using the energy densities in 
the case that the target space is the Riemann sphere. 
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１． 研究開始当初の背景 
非コンパクト空間上における非線形な幾何
解析から生じた無限次元の空間（あるいは力
学系）は，従来の数学ではほとんど研究され
たことのない未開の研究対象であった．（非

コンパクト空間上でも，２乗可積分コホモロ
ジーなど，線形理論の研究は存在した，しか
し非線形の幾何解析から無限次元が出てく
る状況となると，ネヴァンリンナ理論を除け
ば，ほとんど確立されたものはないといって
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よいと思われる．）また，そこにおいて基本
的な言語となると思われるミハイル・グロモ
フの平均次元の理論は，創始されてから１０
年ほど経つが，グロモフ自身とエロン・リン
デンシュトラウスによる理論開始当初のい
くつかの研究を除いて，あまり大きな進展は
これまでなかった．この未開の領域に少しで
も道をつけたいと思い，この研究を開始した． 
  
 
２．研究の目的 
（１）非コンパクト４次元多様体上の概 ASD
接続（曲率の自己双対部分が一定に抑えられ
た接続）の空間の幾何を研究すること，特に
ディラック作用素をそこに応用すること． 
 
（２）非コンパクト４次元多様体上で，曲率
の絶対値が一様に抑えられた ASD 接続のな
す空間（無限次元になり得る）を考え，その
平均次元を研究する．特に，その有限性を示
す．また，並行して，平均次元の基礎理論の
整備を行うこと． 
 
 
 
 
２． 研究の方法 
（１）研究の目的欄の（１）のテーマについ
て，当初考えていた方法をまず述べる．非コ
ンパクト４次元多様体上で，概 ASD 接続に付
随するディラック作用素の性質を解析する
こと．また，非コンパクト４次元多様体上に
エネルギーが有限あるいは無限の ASD 接続を
構成すること（あるいは存在するかどうかを
究明すること）． 
実際には，エネルギー有限の非自明な ASD 接
続の非存在が証明できる４次元多様体の存
在（複素射影平面の無限個の連結和に適切な
リーマン計量を入れたもの）に気が付き，そ
こに研究を集中させた．その際の研究手法は，
ASD 接続に伴うアティヤー・ヒッチン・シン
ガー複体の性質を解析し，それと倉西の方法
を組み合わせるというものである． 
また，３次元球面と直線の直積の空間上の
ASD 接続に対して，その曲率の作用素ノルム
の閾値を関数論・量的ホモトピーのアイデア
に刺激されて計算した． 
 
 
（２）研究の目的欄の（２）のテーマについ
て，当初考えていた方法をまず述べる．考え
ている４次元多様体上に無限個のループを
取り，それらに沿ってできる無限個のホロノ
ミーの情報で ASD 接続の空間の適切な離散化
ができるかどうかを考察すること．また平均
次元の基礎理論の整備を行うこと． 
実際には，考察する多様体を３次元球面と直

線の直積としたとき，その局所平均次元がか
なり精密に評価可能であることに気づき，そ
こにまず集中した．手法はゲージ理論版のル
ンゲ近似定理（ドナルドソンによるアイデ
ア）と無限次元の変形理論である．また，そ
こから見えてきた新たな視点に基づき，ブロ
ディ曲線の変形理論を進展させた．（吉田耕
作によって，２０世紀前半に導入された，第
一類有理型関数という概念の重要性に気が
付き，その変形理論を開発した．） 
平均次元の基礎理論については，平均次元と
力学系の埋め込み問題との関係を，ボルス
ク・ウラムの定理などを応用して研究した． 
平均次元の理論と類似した発想の研究であ
る力学モース不等式（メラニエ・バーテルソ
ンとグロモフによる）を，微分トポロジー，
実代数幾何，力学系の手法を用いて研究した． 
 
 
 
 
４．研究成果 
（１）複素射影平面を無限個連結和してでき
る非コンパクト４次元多様体に適切な計量
をいれると，非自明なインスタントン（エネ
ルギー有限の ASD 接続）が存在しないことを
証明した．このような多様体の存在はこれま
で全く知られておらず，世界初の成果である
と考えている．今後の展望としては，まず，
より小さな位相型を持つ非コンパクト４次
元多様体で同様の性質を持つものが存在す
るかどうかの究明が興味をそそる．さらにエ
ネルギーが無限大のものまで込めて，非自明
な ASD 接続を一切持たない四次元多様体が存
在するかどうかも興味のあるところである．  
 
また，非自明な ASD 接続の存在・非存在との
関係で，以下のような成果を得た：３次元球
面と直線の直積空間を考える．この上で
（SU(2)をゲージ群とする）ASD 接続の作用素
ノルムを考えて，非自明な ASD 接続全体の上
での最小値を具体的に決定した．（言い換え
ると，その値より曲率の作用素ノルムが小さ
ければ，自明な接続になってしまう．）これ
は，半世紀ほど前に，関数論の研究（有理型
関数の球面微分の研究）においてオリー・レ
ウトによってなされた計算のヤン・ミルズ・
ゲージ理論における一つのアナロジーであ
る．結果・証明ともに単純なものであるが，
このような計算がゲージ理論において可能
であるということは意外性があり，興味をそ
そることだと考える． 
 
 
（２）３次元球面と直線との直積上で，曲率
を定数で抑えた ASD 接続のなすモジュライ空
間の平均次元について研究した．特に，局所



平均次元と接続のエネルギー密度とを関係
づける評価式を示した．（松尾信一郎氏との
共同研究．局所平均次元という概念自体も
我々がこの研究で導入したものである．）ゲ
ージ理論における平均次元の研究の出発点
となり得る成果であると考えている． また，
この研究において導入した接続のエネルギ
ー密度という概念は，ネヴァンリンナ理論に
おける特性関数にアイデアを得たものであ
り，従来のネヴァンリンナ理論とは異なった
状況において，エネルギーの漸近分布から有
意義な量を取り出すことに成功したという
ことは，かなり大きな意味を持つ成果である
と考えている． 
 
非退化なブロディ曲線（もともとは，吉田耕
作氏によって，半世紀以上前に，第一類有理
型関数という名で導入されたもの）の変形理
論の開発に成功し，それを用いてブロディ曲
線がなす空間の平均次元を研究した．特にタ
ーゲットがリーマン球面の場合に厳密公式
を得た．（松尾信一郎氏との共同研究）．幾何
的な偏微分方程式の解析から出てくる非自
明な状況で，平均次元の厳密公式を得ること
ができたということは，真に驚くべきことで
あり，全く先例の無い仕事であると自負して
いる．今後は，ターゲットの空間がより一般
の場合などに考察を広げていきたい．また，
上記の厳密公式において，ブロディ曲線のエ
ネルギー密度の上限という量が出てくるの
だが，この値の計算も大変興味をそそる問題
である．（この計算に関しては，具体的にど
のような値が出るかについて予想を持って
おり，その証明にアプローチしてみたい．も
しそれが成功すれば，従来からの極値問題の
研究に，確実に一石を投じるものになるはず
である．） 
 
平均次元の基礎理論の探求として，力学系
（コンパクト距離空間とその上の同相写像
の組）がいつ，区間をアルファベットとする
シフト空間（区間の無限直積上にシフト作用
を考えたもの）に埋め込めるか，という問題
と平均次元との関係を研究した．埋め込み可
能性に関して，古典的な場合のアナロジーと
なると思われる予想を提出した．また，予想
が正しければ，閾値を与えることになる例を
構成した．（エロン・リンデンシュトラウス
との共同研究．）我々の予想が正しければ，
構成した例は，今後の研究において基礎とな
る重要性を持っており，この分野の研究者た
ちから頻繁に参照されるものになり得る．こ
れからの展望としては，何よりもまず，上記
で述べた予想を解くことが重要であろう．そ
の後は，エロン・リンデンシュトウスが構築
した理論をさらに整備・拡充していく必要が
あるはずである． 

平均次元と類似した発想の理論である力学
モース不等式の問題における，一次元格子模
型の横断正則性の問題を微分トポロジーの
手法を用いて解決した．（浅岡正幸氏，深谷
友宏氏との共同研究．）また，同じく一次元
格子模型における臨界点の増大度の研究を
浅岡正幸氏，深谷友宏氏，三井健太郎氏と共
同で行い，マイケル・アルティン，バリー・
メーザーやヴァディム・カローシンの微分同
相写像の力学系における研究結果と類似し
た成果（臨界点が指数増大する例の稠密な存
在と，超指数増大する非常に不安定な例の豊
富な存在，さらに安定な例の存在の証明）を
得た．またその証明において，上記のアルテ
ィン，メーザー，カローシンの手法の力学モ
ース不等式版を開発した．横断正則性の問題
や臨界点の増大度の問題は，力学モース不等
式の研究が今後進展した場合に極めて基礎
的な意味を持つものであり，そのような基礎
の部分を押さえることができたことは大変
喜ばしいと考える． また，我々が考えた安
定性を示す例は非常に単純なものであるた
め，より複雑で深い例の構成（あるいはより
進んで，安定なものの良い特徴づけを見つけ
ること）が今後の重要な問題として浮かんで
きた． 
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