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研究成果の概要（和文）：様々な曲面のクラスのガウス写像の値分布論的性質を調べた。特に、

非固有アファイン波面や３次元双曲型空間内の平坦波面といったある種の特異点を許容する曲

面のクラスにおいて、弱完備な場合の除外値数の最良の上限を与え、大域的性質であるベルン

シュタイン型定理の幾何学的に見通しの良い証明を与えることができた。 
 
研究成果の概要（英文）：We investigated value-distribution-theoretic properties of Gauss 
maps for several classes of immersed surfaces in space forms. In particular, we can obtain 
the precise maximum for the number of exceptional values of Gauss maps for weakly complete 
flat fronts in the hyperbolic 3-space and improper affine fronts in the affine 3-space. 
As an application of this result, a new simple proof of Bernstein type theorems for these 
classes was provided.  
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１．研究開始当初の背景 
空間内の曲面の性質は、現実社会に存在する
対象であることから古くから活発的に研究
されているが、一般に曲面の大域的な性質を
調べることは非常に難しい。一方、ユークリ
ッド空間内の極小曲面論では、ガウス写像の
視点から大域的性質を調べる研究がある。そ
の研究における重要な問題として「完備極小
曲面のガウス写像の除外値問題」があり、幾

つかの先行結果があるが、代数的極小曲面の
ガウス写像の除外値数の最良の上限を求め
る問題やこれまでの得られた結果を統一的
に説明できる理論が確立されていないなど
解決しなければならない問題が残されてい
る。また、このような研究が他の曲面のクラ
スにおいても有効であるかどうかはこれま
でわかっていなかった。 
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２．研究の目的 
先に述べたように、曲面の大域的性質を調べ
ることは非常に難しいが、極小曲面における
「ベルンシュタインの定理」と「リュービル
の定理」との対応のように、ガウス写像とい
う視点から見ることで幾何学的に理解しや
すい状況になることがある。このような考察
をもとに、本研究では、ガウス写像の像の様
相と曲面の形状との関係を明らかにし、この
ことをもとにした、曲面の大域的性質を調べ
る新しい方法を構築することを目的として
いる。 
 
３．研究の方法 
始めに、３次元ユークリッド空間内の極小曲
面と局所的対応（ローソン対応）が存在する
３次元双曲型空間内の平均曲率が１の曲面
のクラスのガウス写像の値分布論的性質に
ついて調べた。そのクラスにおいて特に「双
曲的ガウス写像」と呼ばれるものに着目し、
その値分布と大域的性質との関係について
調べた。また、近年活発に研究されている、
特異点を許容する曲面の大域的性質につい
ても、ガウス写像の視点から調べた。この研
究では、アファイン幾何学や特異点など研究
代表者がこれまで専門としてこなかったテ
ーマを扱うことから、その内容について先行
研究を行っている九州大学大学院数理学研
究院の中條大介博士研究員との共同研究を
行った。その結果、３次元双曲型空間内の平
坦波面および３次元アファイン空間内の非
固有アファイン波面のクラスにおいて、ガウ
ス写像の値分布についての新しい現象を発
見し、またこれらのクラスにおけるベルンシ
ュタイン型の定理のガウス写像の視点から
の幾何学的に見通しが良い新しい証明を与
えることができた。 
 
４．研究成果 
(1) ３次元双曲型空間内の平均曲率が１の
曲面（CMC-1 曲面）の双曲的ガウス写像の値
分布論的性質について調べ、完備なクラスに
おいては、除外値数の拡張にあたる完全分岐
値数の最良の上限は４であることを示した。
また、代数的 CMC-1曲面のクラスにおいては、 
代数的極小曲面の場合と同じく、双曲的ガウ
ス写像の完全分岐値数が幾何学的意味をも
つ上限により評価されることを示した。さら
に、代数的な場合では、完全分岐値数をさら
に詳しく調べることで、代数的極小曲面のガ
ウス写像のときとは異なる値分布論的性質
が存在することを発見した。この研究から、
代数的クラスにおける曲面の大域的性質は
そのクラスにおける周期条件が大きく関わ
っていることがわかった。この結果について
は、【雑誌論文⑥】で発表した。また、この

こととは別に、CMC-1 曲面のトライノイドの
完全な分類を与えることを梅原雅顕氏、山田
光太郎氏らとの共同研究によって得ること
ができ、【雑誌論文③】で発表した。 
 
(2) ３次元双曲型空間内の平坦波面の双曲
的ガウス写像の値分布論的性質について以
下に述べる結果を得ることができた。完備な
平坦曲面はホロ球面と双曲的円柱しかない
が、ある種の特異点を許容した、いわゆる「波
面」と呼ばれるクラスまで拡張することでよ
り多くの例が存在し、そのクラスでの大域的
性質が期待される。特に、平坦波面の双曲型
ガウス写像は有理型関数の対となることか
ら、値分布論的性質が生じる。そこで研究代
表者は、平坦波面が完備な場合に対して、
我々の分岐評価の結果と國分雅敏氏・梅原雅
顕氏・山田光太郎氏によって得られたオッサ
ーマン型不等式を組み合わせることで、この
曲面のクラスでの双曲的ガウス写像の除外
値数および完全分岐値数に対する幾何学的
な量による評価式を与えることができた。ま
た、これを応用することで、幾つかの位相的
条件において、より精密な除外値数の上限を
与えることができた。そして、これまで知ら
れている例を値分布論的視点から見直すこ
とで、我々が得た評価式の有効性を与えるこ
とができ、さらにそのことを示す幾つかの新
しい例を発見することができた。この結果に
ついては、【雑誌論文②】で発表した。 
 
(3) 九州大学の中條大介氏との共同研究で、
弱完備性をもつ３次元アファイン空間内の
非固有アファイン波面のラグランジアンガ
ウス写像と呼ばれる有理型関数の除外値数
の最良の上限を与えることができた。また、
この結果を応用することで、「アファイン完
備かつ特異点をもたない非固有アファイン
球面は楕円放物面に限る」というベルンシュ
タイン型定理を、ラグランジアンガウス写像
の有界性（リュービル性）から導くことがで
きるという新しい証明を発見することがで
きた。この証明により、これまであまり理解
されていなかった、ベルンシュタイン型定理
の幾何学的背景を明らかにすることができ、
波面の研究におけるガウス写像の値分布の
研究の新しい応用を与えた。この結果につい
ては【雑誌論文①】で発表した。 
 
(4) ３次元双曲型空間内の平坦波面の大域
的性質と双曲的ガウス写像の値分布論的性
質の関係については(2)で調べたが、この関
係では、「特異点を許容しない完備曲面の場
合はホロ球面または双曲的円柱に限る」とい
うこのクラスにおけるベルンシュタイン型
定理を示すことができなかった。そこで研究
代表者は中條大介氏との共同研究で、平坦波



 

 

面のワイエルシュトラス型表現公式の際に
生じる標準形式の比が有理型関数になるこ
とに着目し、弱完備性を仮定した場合のこの
関数の除外値数の最良の上限を与えること
ができた。またこの結果を応用することで、
先ほど述べたベルンシュタイン型定理の別
証明を与えることができた。(3)の非固有ア
ファイン波面のラグランジアンガウス写像
についてもそうであるが、弱完備性における
除外値数の最良の評価は値分布論の立場か
らも非常に重要である。なぜなら、これまで
のガウス写像の除外値数の最良の上限は極
小曲面のときに知られているように“４”で
あることが常識であったが、これらのクラス
においてはより小さい“３”で評価すること
ができたからである。このことから除外値数
の上限にはより深い背景があることが期待
される。この結果についても【雑誌論文①】
で発表した。 
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