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研究成果の概要（和文）： 

本研究では，申請者が近年携わってきた離散凸解析の理論に基づき，計算時間や解の精度の面
で理論的な保証をもつアルゴリズムを構築することを目的とした．3 年間の間に様々な結果を
得ることが出来たが，とくに，複数のナップサック制約の下での M 凹関数の最大化問題に対し
て，多項式時間近似スキームを構築することに成功した．また，近傍システムという，一般的
な解集合の構造を明らかにするとともに，近傍システムに関する分離凸最適化問題が多項式時
間で解けることを示した． 

 

 

 

研究成果の概要（英文）： 

The aim of this research is to develop algorithms with theoretical guarantee for both of 

computational time and quality of solutions by using the theory of discrete convex analysis. 

During the three years of the research period, I have obtained various new results. In 

particular, I developed a polynomial-time approximation scheme for the maximization of an 

M-concave function under multiple knapsack constraints. In addition,  I revealed the 

structure of a general solution set called a neighbor system, and showed that the 

minimization of a separable-convex function over a neighbor system can be solved in 

polynomial time. 
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１．研究開始当初の背景 

 

生産計画，最適投資，ロジスティクス，画
像処理，システム設計などの様々な分野にお
いて，従来から大規模な離散最適化問題を高
速に解く必要性が認識されている．とくに近
年では，扱われる最適化モデルの多様化に伴
って，非線形な凸関数を目的関数とする制約
付き離散最適化問題を解く効率的なアルゴ
リズムが必要とされている．これに対して，
今までは分枝限定法などを用いた厳密解法
や，ヒューリスティクスに基づく近似解法の
研究が盛んに行われてきた．しかし，これら
のアルゴリズムは実験を通じた評価しか行
われておらず，計算時間や近似解の精度に対
する理論的な保証は全くない． 

一方，非線形離散最適化問題に対する理論
的な研究も近年では盛んに行われている．と
くに，「解きやすい」非線形離散最適化問題
の理論的な枠組みを構築することを目的と
して，「離散凸解析」という理論体系が室田
氏（東京大）によって 1996 年に提唱された．
離散凸解析ではＭ凸関数とＬ凸関数という 2

種類の離散凸関数の概念が提案されており，
Ｍ凸／Ｌ凸関数の組合せ構造，アルゴリズム，
応用などの面で申請者は室田氏と共同で研
究を行ってきた．とくに，アルゴリズム開発
については申請者が中心となって研究を進
めており，Ｍ凸関数やＬ凸関数の制約なし最
小化問題に対して効率的な多項式時間アル
ゴリズムを提案してきた．しかし，制約付き
の最適化問題に対する研究はほとんど手つ
かずの状態であった．一般に，離散凸関数に
関する制約付き最適化問題は計算困難（ＮＰ
困難）な問題であるため，効率的な解法の構
築が難しく，今後の課題とされてきた． 

 

２．研究の目的 

 

本研究では，Ｍ凸関数およびＬ凸関数を目
的関数とする制約付き最適化問題に対し，効
率的なアルゴリズムを構築することを目的
とする．計算時間と解の精度の両面からアル
ゴリズムを評価し，実験的にも理論的にも高
速かつ高精度なアルゴリズムを提案するこ
とが本研究のねらいである．具体的な研究内
容は以下の通りである． 

（１）非負係数の線形不等式系として与えら
れるナップサック制約は汎用性の高い制約
であり，様々な応用で用いられている．例え
ば，数理経済学における財の配分問題では，
ナップサック制約付きのＭ凸関数（の和）の
最小化という問題が自然な形で生じる．本研
究では，まず最も基本的な制約付き最適化問
題として，ナップサック制約付きＭ凸関数最
小化問題(以下 KMMP)に取り組む．この問題
は計算困難な問題であることが知られてお

り，多項式時間で最適解を求めることは絶望
視されている．そのため，効率的に近似解を
求めるアルゴリズムの開発が目的となる．
KMMP の組合せ的構造を解明し，どのくら
い高精度な近似解が得られるか，理論的に解
析を行う．特に，任意の精度の近似解を多項
式時間で求めるという，多項式時間近似スキ
ームが KMMP に対して存在するかどうか検
討する．さらに，KMMP に対して得られた
知見を元に，複数のナップサック制約の下で
複数のＭ凸関数の和を最小化するという，よ
り一般的な問題にも取り組む． 

（２）制約が整数格子点の集合として与えら
れる場合について考える．Ｍ凸関数はもとも
と整基多面体と呼ばれる集合上で定義され
る関数であり，多項式時間で最小化できるこ
とが知られていた．近年の結果により，ジャ
ンプシステムという集合の上でも多項式時
間最小化が可能であることがわかった（業績
[3]）．この研究をさらに進め，より一般の整
数格子点集合においても多項式時間最小化
が可能かどうか，調査する．また，多項式時
間最小化が難しい場合には精度保証付きの
近似解を求めることが可能かどうか，検討を
行う．この研究の手がかりとして，最近ハー
トヴィグセン氏（アメリカ・ノートルダム大）
により提案された近傍システム (neighbor 

system)と言う概念がある．近傍システムは
ジャンプシステムなどを含む，きわめて広い
集合のクラスであり，多項式時間で線形関数
最適化が可能であることがわかっているが，
Ｍ凸関数の多項式時間最小化が可能かどう
か，調査する． 

（３）画像処理への応用を念頭に置いてＬ凸
関数の制約付き最小化について研究を行う．
画像処理における理論研究の専門家である
コルモゴロフ氏（イギリス・ロンドン大学）
との最近の共同研究により，画像処理に関す
る幾つかの問題がＬ凸関数の制約なし最小
化問題として定式化できることがわかり，こ
の問題に対する効率的なアルゴリズムを提
案した．しかし，画像処理に関する多くの問
題はＬ凸関数の制約付き最小化問題という
形をしており，計算困難な問題が多い．この
ような問題に対し，離散凸解析の視点から問
題の組合せ構造を解析し，高精度の近似アル
ゴリズムを構築することを目指す．これによ
り，画像処理の問題に対する有効なアプロー
チを提示できると期待される． 

 

 

３．研究の方法 

 
本研究では大きく分けて 3種類の制約付き

最適化問題を扱うが，いずれに対しても次の
手順でアルゴリズムの開発及び性能評価を
行う． 



まず，問題の組合せ構造の解析を行い，計
算複雑度の把握をする．そして，最適解（も
しくは）近似解をもつ解法を構築する．その
解法に対し，計算時間と解の精度の理論的な
解析を行うと共に，応用問題に適用したとき
の有効性の評価を行う． 
具体的な計画は以下の通りである． 

(1) ナップサック制約の下でのＭ凸関数（の
和）の最小化の研究 
① ひとつのナップサック制約の下で

ひとつのＭ凸関数を最小化する問
題の組合せ構造を調べると共に，そ
の計算複雑度を同定する．それを元
に，効率的・高精度な近似解法を提
案する． 

② 上記の問題に対する成果を元にし
て，ナップサック制約が複数の場合，
および目的関数が複数のＭ凸関数
の和で与えられる場合の問題に取
り組む． 

(2) 整数格子点集合上でのＭ凸関数最小化
の研究 
① 近傍システムの組合せ構造を解析

し，Ｍ凸関数最小化の最適性条件を
示す． 

② 近傍システム上でのＭ凸関数最小
化に対する貪欲算法を構築する． 

③ Ｍ凸関数最小化に対する既存のア
プローチを調査・整理し，近傍シス
テム上でのＭ凸関数最小化に適用
できるかどうか，検討する． 

④ 整数格子点集合のより一般的なク
ラスを制約とする問題について検
討を行う． 

(3) Ｌ凸関数の制約付き最小化問題の研究 
① 画像処理における各種問題を調査

し，応用上考慮すべき制約を把握す
る． 

② Ｌ凸関数の制約付き最小化問題の
構造を解析し，計算複雑度を調べる． 

③ 高い近似精度をもつ高速アルゴリ
ズムを開発する．さらに実際の画像
処理の問題に適用し，その有効性を
検証する． 

(4) 制約なしのＭ凸／Ｌ凸関数最小化問題
に対する既存のアルゴリズムにさらな
る改良が可能かどうか，検討を行う． 

(5) 上記の研究の遂行のため，国内外の学会
やワークショップに参加し，他の研究者
との情報交換を行い，アルゴリズム開発
に活用する． 

 
４．研究成果 
 
具体的な研究テーマとして主に３つの課

題を挙げているが，以下のような進展があっ
た． 

 まず，一つの線形不等式制約（ナップサッ
ク制約）の下での M凹関数最大化問題につい
て検討を行なった．この問題は NP 困難とい
う，計算困難な問題であるので，効率的な近
似アルゴリズムを提案することが目的であ
る．この問題はナップサック制約の下での劣
モジュラ関数最大化問題の特殊ケースであ
ることから，(1-1/e)近似（eは自然対数の底）
が可能であることがわかっている．この近似
精度を上回るアルゴリズムを構築すること
が最終的な目的である．そのために，その実
現のために，ナップサック制約及びマトロイ
ド制約の下での線形関数最大化問題に対す
る既存の文献を調査し，それに対する近似ア
ルゴリズムが我々の問題に拡張可能かどう
か検討した．その結果，様々な修正を施すこ
とにより，拡張が可能であることがわかって
きた．この場合，ラグランジュ緩和という手
法を使って得られる緩和問題を解き，その解
を利用して近似解を構築する，という手法を
提案した．この手法により，任意の近似精度
の解が得られる多項式時間近似スキームが
存在することを示すことが出来た． 
次に，ナップサック制約が複数個でも M凹関
数最大化問題に多項式時間スキームが存在
するか否かを検討した．制約が 1つの場合に
用いたラグランジュ緩和の手法は，制約が複
数になると適用が難しいことがわかってい
た．これに対し，2010 年 9 月に Grandoni と
Zenklusen が発表した近似解法の技法が我々
の問題に適用でき，それにより多項式時間近
似スキームが構築出来そうであることがわ
かってきた．この技法は，元の問題を実数変
数に関する連続緩和問題へと緩和し，得られ
た実数解を利用して近似解を構築するとい
うものである．さらに，離散凸解析の成果を
巧みに利用することにより，連続緩和問題が
効率的に解けることを示した．これらの成果
を組み合わせることにより，多項式時間近似
スキームを実現した．この結果はアルゴリズ
ム理論に関するレベルの高い査読付き国際
会議に採択され，高い評価を得ている． 
 次に，「近傍システム」と呼ばれる，良い
組合せ構造をもつ整数格子点集合について
の研究を行なった．組合せ最適化（離散最適
化）の分野においてこれまで，様々な「良い
組合せ構造」が提案されてきたが，この近傍
システムはこれらの概念を特殊ケースとし
て含む，より一般的な概念である．本年度は
近傍システムの構造を詳しく調査すると共
に，近傍システム上での分離凸関数最小化に
ついて検討を行なった．その結果，既存の「良
い組合せ構造」との関係が明らかになるとと
もに，分離凸関数最小化が効率的に出来るこ
とがわかってきた．この成果についても，ア
ルゴリズムと計算の理論に関する査読付き
国際会議に採択された． 



さらに，「グラフで表現可能な」効用関数
に関する財の配分問題を考え，いくつかの重
要なケースに対する近似アルゴリズムを提
案した．グラフで表現可能な効用関数は，簡
潔な表現をもつため，理論的にも実用的にも
有用な効用関数のクラスである．この関数が
劣モジュラ及び優モジュラであるための必
要十分条件を与えると共に，それぞれの場合
において効率的かつ高精度な近似アルゴリ
ズムを構築した．                                   
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